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6 � 7 êëàññ

6 � 7.1. Èç øëÿïû, ñîäåðæàùåé 10 êàðòî÷åê ñ íîìåðàìè îò 1 äî 10, ïÿòü
ìàëü÷èêîâ âûòÿíóëè ïî äâå êàðòî÷êè (îñòàâèâ øëÿïó ïóñòîé) è ñîîáùèëè äè-
ðåêòîðó îëèìïèàäû ñóììó èõ íîìåðîâ: Ñåð¼æà � 11, Ôåäÿ � 4, Àíäðåé � 7,
Èãîðü � 16, Ñàøà � 17. Ìîæåò ëè äèðåêòîð îëèìïèàäû îäíîçíà÷íî óñòàíîâèòü
íîìåðà êàðòî÷åê, êîòîðûå âûòàùèë êàæäûé èç ìàëü÷èêîâ? Îòâåò îáîñíîâàòü.

ÐÅØÅÍÈÅ: ×èñëî 4 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû
äâóõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 10: 4 = 1 + 3, ïîýòîìó
Ôåäÿ âûòàùèë êàðòî÷êè ñ íîìåðàìè 1 è 3. ×èñëî 7 ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðåìÿ òàêèìè
ñïîñîáàìè: 7 = 1+6 = 2+5 = 3+4, íî äâà èç íèõ íå îñóùåñòâèìû, òàê êàê êàðòî÷êè
ñ íîìåðàìè 1 è 3 óæå âûòÿíóòû Ôåäåé. Çíà÷èò, Àíäðåé âûòàùèë êàðòî÷êè 2 è 5.
Èç îñòàâøèõñÿ ÷èñåë ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïîëó÷èòü ñóììó 11: 11 = 4+7,
êàðòî÷êè èìåííî ñ òàêèìè íîìåðàìè âûòàùèë Ñåð¼æà. Èç îñòàâøèåñÿ êàðòî÷åê
ñóììó 16 äà¼ò åäèíñòâåííàÿ ïàðà: êàðòî÷êè ñ íîìåðàìè 6 è 10 � ýòè êàðòî÷êè
âûòàùèë Èãîðü. Çíà÷èò, Ñàøà âûòàùèë îñòàâøèåñÿ êàðòî÷êè ñ íîìåðàìè 8 è 9.
Òàêèì îáðàçîì, îäíîçíà÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ êàêóþ èç êàðòî÷åê âûòÿíóë êàæäûé
ìàëü÷èê.

ÎÒÂÅÒ: Ìîæåò.

6 � 7.2. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà x+y è 4x+y ïîëîæèòåëüíû. Ìîæåò ëè ÷èñëî
8x + 5y áûòü îòðèöàòåëüíûì? À ÷èñëî 2x + 5y? Ïî÷åìó?

ÐÅØÅÍÈÅ: à) Òàê êàê 8x + 5y = (4x + y) + 4(x + y), ÷èñëî 8x + 5y ïîëîæè-
òåëüíî, êàê ñóììà ïÿòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

á) Ïóñòü, íàïðèìåð x = 5, y = −3. Òîãäà x + y = 2 > 0, 4x + y = 17 > 0,
íî 2x + 5y = −5 < 0. Êîíå÷íî, ïðèìåð íå åäèíñòâåíåí. Äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ òà-
êèõ ïàð äîñòàòî÷íî èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè xOy ðåøåíèÿ òð¼õ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.

ÎÒÂÅÒ: à) íåò; á) äà.

ÐÅØÅÍÈÅ:
6 � 7.3. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî óãîëêîâ, ñîñòî-

ÿùèõ èç òðåõ êâàäðàòèêîâ 1 × 1, ìîæíî ïîìåñòèòü
â ïðÿìîóãîëüíèê 5 × 7? Óãîëêè ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü è
ïåðåâîðà÷èâàòü, íî íåëüçÿ íàêëàäûâàòü äðóã íà äðóãà.
Îòâåò îáîñíîâàòü.

Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà 35 êëåòêàì, à ïëî-
ùàäü îäíîãî óãîëêà ðàâíà 3 êëåòêàì; òàêèì îáðàçîì, â
ïðÿìîóãîëüíèê ìîæåò áûòü ïîìåùåíî (áåç íàëîæåíèé) íå áîëåå 35 : 3 = 11, (6)
óãîëêîâ, ò.å. èõ íå áîëüøå 11.



Íà ðèñóíêå ïðèâåä¼í ïðèìåð (îí, êîíå÷íî, íå åäèíñòâåííûé), ïîêàçûâàþùèé,
êàê ìîæíî ïîìåñòèòü â ïðÿìîóãîëüíèêå 11 óãîëêîâ (÷¼ðíûì öâåòîì îòìå÷åíû
êëåòêè, íå ïîêðûòûå óãîëêàìè).

ÎÒÂÅÒ: 11 óãîëêîâ.

6 � 7.4. Ðîùà ñîñòîèò èç 300 äåðåâüåâ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïîìåòèòü ëþáûå
201 èç íèõ, òî ñðåäè ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ íåïðåìåííî íàéäóòñÿ äóá, áåð¼çà è åëü.
Îäèí ÷óäàê óòâåðæäàåò, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ðîùà ñîñòîèò èç 100 äóáîâ, 100
áåð¼ç è 100 åëåé. Ïðàâ ëè ýòîò ÷óäàê? Îòâåò îáîñíîâàòü.

ÐÅØÅÍÈÅ: Äîïóñòèì, ÷òî ÷óäàê îøèáàåòñÿ. Òàê êàê âñåãî äåðåâüåâ 300, òî â
ýòîì ñëó÷àå äåðåâüåâ êàêîãî-òî èç ïåðå÷èñëåííûõ âèäîâ (äîïóñòèì, äóáîâ, îñòàëü-
íûå ñëó÷àè àíàëîãè÷íû) ìåíüøå îäíîé òðåòè, ò.å. ìåíüøå 100. Íî òîãäà äåðåâüåâ,
îòëè÷íûõ îò äóáîâ, áóäåò íå ìåíåå 201; îòìåòèì ëþáûå 201 èç íèõ è ïîëó÷èì
ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì çàäà÷è. Çíà÷èò, äîïóùåííîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî.

ÎÒÂÅÒ: ×óäàê ïðàâ.

6 � 7.5. Ãåðàñèì ïîñëå ïðîùàíèÿ ñ Ìóìó íàáðàë â ëîäêó î÷åíü ìíîãî âîäû
(áîëåå 10 ëèòðîâ). Ó íåãî åñòü äâà âåäðà, îäíî âìåùàåò ðîâíî 5 ëèòðîâ, à ïðî
äðóãîå Ãåðàñèì çíàåò, ÷òî îíî âìåùàåò òî ëè ðîâíî 3 ëèòðà, òî ëè ðîâíî 4
ëèòðà. Ïîìîãèòå Ãåðàñèìó âûëèòü èç ëîäêè ðîâíî 9 ëèòðîâ âîäû. Çàãëÿäûâàÿ â
âåäðî, íåëüçÿ ïîíÿòü, ñêîëüêî â í¼ì âîäû.

ÐÅØÅÍÈÅ: Ïðåæäå âñåãî, Ãåðàñèìó ñëåäóåò îïðåäåëèòü ñêîëüêî â òî÷íîñòè
ëèòðîâ âìåùàåò â ñåáÿ âòîðîå âåäðî. Ýòî ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî, íàïðèìåð,
òàê (ñïîñîá íå åäèíñòâåííûé): íàáðàòü ïîëíîå ìåíüøåå âåäðî è îïîðîæíèòü åãî
â áîëüøåå, çàòåì âíîâü íàïîëíèòü ìåíüøåå âåäðî è äîëèòü áîëüøåå äî ïðåäåëà,
çàòåì áîëüøåå îïîðîæíèòü, è îñòàòîê âîäû èç ìåíüøåãî âåäðà âíîâü âûëèòü â
ïÿòèëèòðîâîå. Çàòåì âíîâü íàïîëíèòü ìåíüøåå âåäðî è âûëèòü åãî â áîëüøåå.
Åñëè ýòî óäàñòñÿ (âîäà íå ïåðåëü¼òñÿ ÷åðåç êðàé), òî îáú¼ì ìåíüøåãî âåäðà íå
áîëüøå, ÷åì 10:3 ëèòðà, ò.å. âåäðî òð¼õëèòðîâîå. Åñëè íåò � òî îáú¼ì ìåíüøåãî
âåäðà áîëåå 10:3 ëèòðà, ò.å. ðàâåí 4 ëèòðàì.

Òåïåðü, åñëè âåäðî òð¼õëèòðîâîå, òî ñëåäóåò âûëèòü èç ëîäêè ðîâíî 3 ìåíüøèõ
âåäðà, à åñëè ÷åòûð¼õëèòðîâîå � îäíî áîëüøåå è îäíî ìåíüøåå.

6 � 7.6. Ïÿòü ìîðÿêîâ íà íåîáèòàåìîì îñòðîâå íàñîáèðàëè êîêîñîâûõ îðåõîâ.
Ïîòîì îíè ïîäåëèëè îðåõè òàê: ïåðâûé èç íèõ óãîñòèë îðåõîì ìàðòûøêó è âçÿë
ðîâíî 1/5 ÷àñòü îñòàâøèõñÿ îðåõîâ; òî÷íî òàêæå îäèí çà äðóãèì ïîñòóïèëè è
îñòàëüíûå 4 ìîðÿêà, ïîñëå ýòîãî îíè â øåñòîé ðàç óãîñòèëè ìàðòûøêó îäíèì
îðåõîì, à îñòàëüíûå ïîäåëèëè ïîðîâíó (â ïðîöåññå äåëåæà âñå îðåõè îñòàâàëèñü
öåëûìè). Îïðåäåëèòå, êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êîêîñîâûõ îðåõîâ ìîãëî áûòü
ñîáðàíî ìîðÿêàìè. Îòâåò îáîñíîâàòü.

ÐÅØÅÍÈÅ: Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû ïÿòü ìîðÿêîâ êàêèì-ëèáî îáðàçîì ñìîãëè
áû ñîáðàòü ðîâíî −4 îðåõà, òî âñÿ îïèñàííàÿ â çàäà÷å èñòîðèÿ ìîãëà áû îñóùå-
ñòâèòüñÿ, íî ýòî ÷èñëî ìåíüøå íóëÿ, à ïîòîìó íå ïîäõîäèò ïîä ðåàëèè çàäà÷è.



Ïóñòü åñòü òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî îðåõîâ, ÷òî äàííàÿ îïåðàöèÿ ñ íèìè
âîçìîæíà. Ðàçäåëèì ýòó êó÷ó íà äâå. Â îäíîé áóäåò −4 îðåõà, â äðóãîé � âñå
îñòàëüíûå. Ïóñòü ìîðÿêè óãîùàëè ìàðòûøêó èç ïåðâîé êó÷è, òîãäà âñå, ÷òî îíè
äåëàëè ñî âòîðîé êó÷åé � çàáèðàëè ó íåé ïÿòü ïîäðÿä ïî îäíîé ïÿòîé ÷àñòè (ôàê-
òè÷åñêè äîìíîæèâ ýòî ÷èñëî íà 45

55
), à ïîòîì åù¼ ðàç ïîäåëèëè íà 5. Ýòî âîçìîæíî

òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî îðåõîâ âî âòîðîé êó÷å äåëèòñÿ íà 56. Îòñþäà ìèíè-
ìàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå âîçìîæíîå ÷èñëî îðåõîâ âî âòîðîé êó÷å äîëæíî áûòü íå
ìåíüøå 56. Òîãäà â èñõîäíîé êó÷å èõ áûëî ìèíèìóì 56 − 4 = 15621.

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ÷èñëî ïîäõîäèò.
ÎÒÂÅÒ: 15621 îðåõîâ.

Ñîñòàâèòåëè: Øåâàëäèí Â.Ò., Íîõðèí Ñ.Ý., Õëîïèí Ä.Â.
http://acm.usu.ru
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8 êëàññ

8.1. Ïåòÿ îòïèë 1/6 ÷àñòü ïîëíîé ÷àøêè ÷¼ðíîãî êîôå, à ïîòîì äîëèë ÷àøêó
äî êðà¼â ìîëîêîì. Ïîòîì Ïåòÿ îòïèë 1/3 ÷àñòü ÷àøêè è îïÿòü äîëèë äîâåðõó
ìîëîêîì. Íàêîíåö Ïåòÿ âûïèë ïîëíóþ ÷àøêó. ×åãî Ïåòÿ âûïèë áîëüøå: êîôå èëè
ìîëîêà è âî ñêîëüêî ðàç? Îòâåò îáîñíóéòå.

ÐÅØÅÍÈÅ: Âñåãî áûëî âûïèòî 1+1/6+1/3 = 1, 5 ÷àøåê æèäêîñòè, ïðè ýòîì
÷èñòîãî êîôå ðîâíî 1 ÷àøêà. Çíà÷èò, ìîëîêà áûëî âûïèòî 1, 5 − 1 = 0, 5 ÷àøêè,
ò.å. âäâîå ìåíüøå, ÷åì êîôå.

ÎÒÂÅÒ: Áûëî âûïèòî â äâà ðàçà áîëüøå êîôå.

8.2. Âàñÿ ó÷àñòâîâàë â íåñêîëüêèõ èíòåðíåò-êàðóñåëÿõ. Åñëè áû íà ïîñëåäíåé
êàðóñåëè îí çàðàáîòàë 72 áàëëà, òî åãî ñðåäíèé áàëë çà âñå ýòè êàðóñåëè ðàâíÿëñÿ
áû 83. À åñëè áû íà ïîñëåäíåé êàðóñåëè îí çàðàáîòàë 56 áàëëîâ, òî åãî ñðåäíèé
áàëë (òàêæå çà âñå êàðóñåëè) áûë áû 81. Â ñêîëüêèõ êàðóñåëÿõ ó÷àñòâîâàë Âàñÿ?
Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû îòâåòà è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

ÐÅØÅÍÈÅ: Ñïîñîá ïåðâûé. Ïóñòü Âàñÿ ó÷àñòâîâàë â n êàðóñåëÿõ. Ïóñòü,
êðîìå òîãî, â ñóììå íà ïðåäûäóùèõ n−1 Èíòåðíåò-êàðóñåëÿõ îí íàáðàë a áàëëîâ.
Ïî óñëîâèþ çàäà÷è a + 72 = 83n è a + 56 = 81n. Âû÷òåì èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà
âòîðîå è ïîëó÷èì 16 = 2n, îòêóäà n = 8.

Ñïîñîá âòîðîé. Ðàçíîñòü ÷èñåë 72 è 56 ðàâíà 16, à 83 è 81 ðàâíà 2, ò.å. óìåíü-
øåíèå ñóììàðíîãî ÷èñëà áàëëîâ íà 16 âåä¼ò ê óìåíüøåíèþ ñðåäíåãî íà 2. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî 16 �ëèøíèõ� áàëëîâ ðàñïðåäåëåíû ïîðîâíó (ïî 2) íà âñå êàðóñåëè.
Çíà÷èò, âñåãî êàðóñåëåé 16 : 2 = 8.

ÎÒÂÅÒ: Â 8 êàðóñåëÿõ.

8.3. Ïðÿìîóãîëüíèêè ABCD è KLMN òàê
ðàñïîëîæåíû íà ïëîñêîñòè, ÷òî
1) èõ ñòîðîíû ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû, ïðè-
÷¼ì AB ïàðàëëåëüíà KN ,
2) ýòè ïðÿìîóãîëüíèêè èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå-
÷åíèå, îäíàêî âåðøèíû êàæäîãî èç íèõ íå ïðè-
íàäëåæàò äðóãîìó,
3) áëèæàéøåé èç âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà KLMN
ê âåðøèíå A ÿâëÿåòñÿ òî÷êà K.

Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà
ALCN ðàâíà ïëîùàäè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà KDMB.

ÐÅØÅÍÈÅ: Ïóñòü ïðÿìûå MN è AB ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P1, ïðÿìûå MN
è CD � â òî÷êå P2, ïðÿìûå CD è KL � â òî÷êå P3, ïðÿìûå KL è AB � â òî÷êå
P4, ïðÿìûå KN è BC � â òî÷êå Q1, ïðÿìûå BC è ML � â òî÷êå Q2, ïðÿìûå ML
è AD � â òî÷êå Q3, a ïðÿìûå AD è KN � â òî÷êå Q4 � ñì. ðèñóíîê.



Òîãäà

SBMDK = SQ1Q2Q3Q4 + SBQ2M + SMQ3D + SDQ4K + SKQ1B =

= SQ1Q2Q3Q4 + 0, 5SBQ2MP1 + 0, 5SMQ3DP2 + 0, 5SDQ4KP3 + 0, 5SKQ1BP4 =

= 0, 5SQ1Q2Q3Q4 + 0, 5(SQ1Q2Q3Q4 + SBQ2MP1 + SMQ3DP2 + SDQ4KP3 + SKQ1BP4) =

= 0, 5SQ1Q2Q3Q4 + 0, 5SP1P2P3P4 .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî SBMDK = 0, 5SQ1Q2Q3Q4 + 0, 5SP1P2P3P4 , îòêóäà ñëå-
äóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

8.4. Ïðî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, d èçâåñòíî, ÷òî ac−3bd = m, ad+bc =
n. Âûðàçèòå (a2 +3b2)(c2 +3d2) ÷åðåç m è n. Ïðèâåäèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû
îòâåòà è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

ÐÅØÅÍÈÅ: Âîçâåä¼ì â êâàäðàò êàæäîå èç äàííûõ ðàâåíñòâ:

(ac− 3bd)2 = m2 ⇔ (ac)2 + 9(bd)2 − 6abcd = m2;

(ad + bc)2 = n2 ⇔ (ad)2 + (bc)2 + 2abcd = n2.

Èçáàâèìñÿ îò ïðîèçâåäåíèÿ abcd, äëÿ ÷åãî ïðèáàâèì ê ïåðâîìó ðàâåíñòâó óòðîåí-
íîå âòîðîå, è ïîëó÷èì a2c2+9b2d2+3a2d2+3b2c2 = m2+3n2. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî
a2c2+9b2d2+3a2d2+3b2c2 = (a2c2+3a2d2)+(3b2c2+9b2d2) = a2(c2+3d2)+3b2(c2+3d2) =
= (a2 + 3b2)(c2 + 3d2).

ÎÒÂÅÒ: m2 + 3n2.

8.5. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî
âûñîò. Èçâåñòíî, ÷òî CH = AB. Íàéäèòå óãîë ACB. Îòâåò îáîñíóéòå.

ÐÅØÅÍÈÅ:Ïóñòü AA1, BB1 è CC1 � âûñî-
òû òðåóãîëüíèêà ABC. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíè-
êè BCC1 è BAA1. Îíè ïðÿìîóãîëüíûå è èìåþò
îáùèé îñòðûé óãîë B, ïîýòîìó ðàâíû è èõ äðó-
ãèå îñòðûå óãëû: ∠BAA1 = ∠BCC1. Òîãäà ïðÿ-
ìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ABA1 è CHB1 ðàâíû
ïî ãèïîòåíóçå è îñòðîìó óãëó, îòêóäà ñëåäóåò ðà-
âåíñòâî êàòåòîâ, ëåæàùèõ ïðîòèâ ðàâíûõ óãëîâ.
Ïîëó÷èëè AA1 = CA1. Íî òîãäà òðåóãîëüíèê
ACA1 ðàâíîáåäðåííûé è ïðÿìîóãîëüíûé, îòêóäà
∠ACB = 45◦

ÎÒÂÅÒ: ∠ACB = 45◦.

8.6. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êîíåé ìîæ-
íî ïîñòàâèòü íà èçíà÷àëüíî ïóñòóþ øàõìàòíóþ äîñêó 8×8 òàê, ÷òîáû êàæäûé
êîíü áûë ïîä áîåì íå áîëåå îäíîãî äðóãîãî êîíÿ? Îòâåò îáîñíóéòå.



ÐÅØÅÍÈÅ: Åñëè ïîñòàâèòü âñåõ êîíåé íà ïîëÿ îäíîãî öâåòà, òî íè îäèí
êîíü íå áóäåò áèòü íèêàêîãî äðóãîãî, ïîýòîìó ðàññòàâèòü íóæíûì îáðàçîì 32 êî-
íÿ ìîæíî. Ïîêàæåì, ÷òî 33 êîíÿ ïîñòàâèòü íå óäàñòñÿ. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûå 4 ïîëÿ äîñêè A, B, C è D òàêèå, ÷òî êîíü ìîæåò ïðîéòè ïî ìàðø-
ðóòó A 7→ B 7→ C 7→ D 7→ A. Åñëè íà ýòè ïîëÿ ïîñòàâèòü òðè (èëè 4) êîíÿ, òî
êàê ëåãêî âèäåòü, îäèí èç ýòèõ êîíåé áóäåò ñòîÿòü ïîä áîåì äâóõ äðóãèõ, ïîýòî-
ìó íà 4 ïîëÿ óêàçàííîãî âèäà ìîæíî ïîñòàâèòü íå áîëåå äâóõ êîíåé òàê, ÷òîáû
óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿëîñü. Îñòà¼òñÿ ðàçáèòü ïîëÿ øàõìàòíîé äîñêè íà ÷åòâ¼ð-
êè óêàçàííîãî âèäà. Íà ðèñóíêå óêàçàíî, êàê ðàçáèòü òàêèì îáðàçîì äîñêó 4 × 4
(êàæäàÿ ÷åòâ¼ðêà ðàñêðàøåíà ñâîèì öâåòîì). Ïîñêîëüêó ñòàíäàðòíàÿ øàõìàòíàÿ
äîñêà åñòü îáúåäèíåíèå ÷åòûð¼õ òàêèõ äîñîê, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

ÎÒÂÅÒ: 32 êîíÿ.



ÂÓÇÎÂÑÊÎ-ÀÊÀÄÅÌÈ×ÅÑÊÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ
2009 � 2010 ó÷åáíûé ãîä

9 êëàññ

9.1. Â âûðàæåíèè
2× 3× 4× 5× 6× 7

èç 11 ñèìâîëîâ çà÷åðêíèòå ðîâíî òðè òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ
ñòàëî ðàâíî 2010.

ÐÅØÅÍÈÅ: Çàìåòèì, ÷òî 2010 = 2 · 3 · 5 · 67. Çíà÷èò, â âûðàæåíèè ñëåäóåò
ñòåðåòü ÷èñëî 4 è äâà çíàêà óìíîæåíèÿ, îäèí ìåæäó øåñò¼ðêîé è ñåì¼ðêîé, âòîðîé
� îäèí èç çíàêîâ, ïðèìûêàþùèõ ê öèôðå 4.

ÎÒÂÅÒ: 2× 3× 5× 67

9.2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë x, y è z ÷èñëî

T = 2
(
|(x− y)(y − z) + (y − z)(z − x) + (z − x)(x− y)|+

+|x− y||y − z|+ |y − z||z − x|+ |z − x||x− y|
)

ðàâíî êâàäðàòó öåëîãî ÷èñëà.
ÐÅØÅÍÈÅ: Ñïîñîá ïåðâûé. Ïîëîæèì A = |x− y||y− z|+ |y− z||z−x|+ |z−

x||x−y|. Òîãäà T = 2
(
|xy +yz +zx−x2−y2−z2|+A

)
= |− (x−y)2− (x−z)2− (y−

z)2|+2A = |x−y|2 + |x−z|2 + |y−z|2 +2(|x−y||y−z|+ |y−z||z−x|+ |z−x||x−y|) =
(|x− y|+ |x− z|+ |y − z|)2.

Ñïîñîá âòîðîé. Ïîëîæèì x− y = a, y − z = b è z − x = c. Òîãäà a + b + c = 0, à
T = 2(|ab+bc+ca|+ |ab|+ |bc|+ |ca|). Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà a, b è
c íå ìîãóò áûòü îäíîãî çíàêà; ïóñòü a, b > 0, c 6 0 (îñòàëüíûå ñëó÷àè àíàëîãè÷íû).
Òîãäà ab > 0, bñ 6 0, ca 6 0. Êðîìå òîãî, ab+bc+ca = ab+c(a+b) = ab−c2 < 0, òàê
êàê |c| > |a| è |c| > |b|. Ïîýòîìó T = 2(−ab− bc− ca + ab− bc− ca) = 4(−bc− ca) =
4c(−a− b) = 4c2, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

9.3. Ðàññòàâüòå íà øàõìàòíîé äîñêå 8 × 8 íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî ëàäåé òàê, ÷òîáû êàæäàÿ áèëà ðîâíî äâå äðóãèõ.

ÐÅØÅÍÈÅ: Íà ðèñóíêå óêàçàíî, êàê ìîæíî ðàññòàâèòü
16 ëàäåé ñ âûïîëíåíèå òðåáóåìîãî ñâîéñòâà (ïðèìåð äàëåêî
íå åäèíñòâåííî âîçìîæíûé). Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî 16 � ìàê-
ñèìàëüíî. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå: Íà äîñêå n× n ìîæíî ïîñòàâèòü íå áîëåå
2n ëàäåé, òàê, ÷òîáû êàæäàÿ áèëà ðîâíî äâå äðóãèå.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðèìåòð äîñêè ðàâåí 4n. Âñÿêóþ ëåæàùóþ íà
ãðàíèöå äîñêè ñòîðîíó êëåòêè íàçîâåì âîðîòàìè (âñåãî âîðîò 4n). Êàæäàÿ ëàäüÿ



áü¼ò ðîâíî â 4 íàïðàâëåíèÿõ, íà ïóòè â òî÷íîñòè äâóõ èç íèõ ñòîÿò ëàäüè; èäÿ
â êàæäîì èç äâóõ îñòàâøèõñÿ íàïðàâëåíèé ëàäüÿ ìîæåò ïîêèíóòü äîñêó ïðîéäÿ
÷åðåç íåêîòîðûå âîðîòà. Â êàæäûå âîðîòà ìîæåò âûéòè òîëüêî îäíà ëàäüÿ (åñëè
áû òàêèõ ëàäüè áûëî õîòÿ áû 2, òî òà ëàäüÿ, ÷òî áëèæå ê âîðîòàì çàãîðàæèâàëà
á èõ îò äðóãîé) è òîëüêî ïî îäíîìó íàïðàâëåíèþ, ñëåäîâàòåëüíî îáùåå êîëè÷å-
ñòâî ñâîáîäíûõ íàïðàâëåíèé íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà âîðîò, òî åñòü 4n. Òîãäà ÷èñëî
ëàäåé íå ïðåâîñõîäèò 2n, òàê êàê êàæäàÿ ëàäüÿ èìååò â òî÷íîñòè äâà ñâîáîäíûõ
íàïðàâëåíèÿ.

ÎÒÂÅÒ: 16 ëàäåé.

9.4. Âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ðàçáèò äèàãîíàëÿìè íà ÷åòûðå òðåóãîëüíè-
êà ñ öåëûìè ïëîùàäÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà � ñîñòàâ-
íîå ÷èñëî. (Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì, åñëè ó íåãî åñòü õîòÿ áû
îäèí äåëèòåëü, îòëè÷íûé îò åäèíèöû è îò íåãî ñàìîãî.)

ÐÅØÅÍÈÅ:
Ïóñòü ABCD � äàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê, E �

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé (ñì. ðèñóíîê),
∠AEB = α. Òîãäà (ó÷èòûâàÿ, ÷òî sin α = sin (180◦ − α)),
ïîëó÷èì SABE · SCDE =
= (0, 5·AE·BE·sin α)·(0, 5·CE·DE·sin α) = (0, 5·AE·
DE · sin (180◦ − α)) · (0, 5 ·CE ·BE · sin (180◦ − α)) =
= SADE · SBCE. Òàê êàê SABCD = SABE + SBCE +
SCDE + SADE, îñòà¼òñÿ äîêàçàòü ñëåäóþùèé ôàêò:
åñëè a, b, c, d � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó ab = cd, òî ÷èñëî
a + b + c + d � ñîñòàâíîå. Äîêàæåì åãî. Ïóñòü p � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
÷èñåë a è c, ò.å. a = a1 ·p, c = c1 ·p, ÷èñëà c1 è a1 � âçàèìíî ïðîñòû. Ïóñòü òàêæå q �
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë b è d (b = b1 ·q, d = d1 ·q, ÷èñëà b1 è d1 � âçàèìíî
ïðîñòû). Òîãäà óñëîâèå ab = cd ðàâíîñèëüíî a1pb1q = c1pd1q ⇔ a1b1 = c1d1. Îòñþäà
÷èñëî a1b1 äåëèòñÿ íà c1, è â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë a1 è c1 ÷èñëî b1 äåëèòñÿ
íà c1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî c1d1 äåëèòñÿ íà b1, è â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷è-
ñåë b1 è d1 ÷èñëî c1 äåëèòñÿ íà b1. Èòàê, íàòóðàëüíûå ÷èñëà b1 è c1 äåëÿòñÿ äðóã íà
äðóãà, ïîýòîìó îíè ðàâíû, à òîãäà èç ðàâåíñòâà a1b1 = c1d1 íàõîäèì, ÷òî a1 = d1.
Èìååì a+b+c+d = pa1+qb1+pc1+qd1 = p(a1+c1)+g(b1+d1) = p(d1+b1)+q(b1+d1) =
= (p+q)(b1 +d1) � ÷èñëî ñîñòàâíîå, òàê êàê êàæäûé èç ìíîæèòåëåé p+q è (b1 +d1)
� íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1.

9.5. Ôèðìà ¾Ðîãà è êîïûòà¿ çàêóïèëà c÷¼òíóþ ìàøèíêó, êîòîðàÿ äëÿ ëþáûõ
ââåäåííûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b ìîæåò âûïîëíèòü òîëüêî îäíó îïåðàöèþ:
âû÷èñëèòü ÷èñëî 1 − a

b
(è âûäàòü åãî íà ýêðàí). Òåì íå ìåíåå, Îñòàï Áåíäåð

íàó÷èëñÿ âûïîëíÿòü íà ýòîé ìàøèíêå âñå ÷åòûðå àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ.
Êàê åìó ýòî óäàëîñü?

ÐÅØÅÍÈÅ: Îáîçíà÷èì a◦b = 1− a
b
. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b, c, d



(b, d 6= 0) âûïîëíåíî

(a ◦ b) ◦ (c ◦ d) = 1− 1− a
b

1− c
d

=
a
b
− c

d

1− c
d

Îòñþäà a
b

= (a ◦ b) ◦ (0 ◦ 1) = a ◦ b ◦ 1. Òàêèì îáðàçîì, äåëåíèå îñóùåñòâèìî.
Â ÷àñòíîñòè, Áåíäåð ìîæåò ïîäñ÷èòàòü è 1/b = (1 ◦ b) ◦ 1. Íî òîãäà îí ìîæåò è
óìíîæàòü íåíóëåâûå ÷èñëà, ïîñêîëüêó ab = a

1
b

.

Çàìåòèì, ÷òî

a− c =
a
1
− c

1

1− c
1

(1− c

1
) = ((a ◦ 1) ◦ (c ◦ 1)) · (c ◦ 1),

òî åñòü Áåíäåð óìååò è âû÷èòàòü (êðîìå åäèíèöû � ïðîèçîéä¼ò äåëåíèå íà íîëü,
íî ýòî ìîæíî ïîäñ÷èòàòü, íàïðèìåð, ïî ôîðìóëå a− 1 =

1− 1
a

1
a

= 1 ◦a ◦ (1 ◦a ◦ 1) ◦ 1).
Âìåñòî ñëîæåíèÿ b è a íàäî ñäåëàòü âû÷èòàíèå èç b âûðàæåíèÿ −a.
Ïðè äîëæíîì æåëàíèè ìîæíî ïîëó÷èòü è ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû:

a

b
= a ◦ b ◦ 1, ab = a ◦ (1 ◦ b ◦ 1) ◦ 1 (b 6= 0),

a− c = a ◦ 1 ◦ (c ◦ 1) ◦ (1 ◦ (c ◦ 1) ◦ 1) ◦ 1 (c 6= 1),

a + b = b ◦ 1 ◦ (a ◦ (2 ◦ 1) ◦ 1 ◦ 1) ◦ (1 ◦ (a ◦ (2 ◦ 1) ◦ 1 ◦ 1) ◦ 1) ◦ 1 (a 6= −1),

a + b = a ◦ (2 ◦ 1) ◦ 1 ◦ 1 ◦ (b ◦ 1) ◦ (1 ◦ (b ◦ 1) ◦ 1) ◦ 1 ◦ (2 ◦ 1) ◦ 1 (b 6= 1).

Ïðèâåä¼ííûå ôîðìóëû, áåçóñëîâíî, íååäèíñòâåííû, íàïðèìåð,

(a ◦ b) ◦ (b ◦ a) =
a
b
− b

a

1− b
a

=
a2 − b2

b(a− b)
=

a + b

b
.

Òîãäà a + b = a ◦ b ◦ (b ◦ a) · b è äëÿ âñåõ a 6= b 6= 0 èìååì

a + b = a ◦ b ◦ (b ◦ a) ◦ (1 ◦ b ◦ 1) ◦ 1.

Êðîìå òîãî, íàïðèìåð, a ◦ (2 ◦ 1) ◦ b ◦ (a ◦ b) = (1 + a) ◦ b ◦ (a ◦ b) =
1+a

b
−a

b

1−a
b

= 1
b−a

è ïðè 0 6= a 6= b 6= 0

b− a = 1 ◦ (a ◦ (2 ◦ 1) ◦ b ◦ (a ◦ b)) ◦ 1.

9.6. Íà ïëîñêîñòè èçîáðàæ¼í òðåóãîëüíèê ABC.
a) Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïðîâåäèòå ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ñòîðîíå AC,

êîòîðàÿ äåëèò òðåóãîëüíèê íà äâà ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíîãî ïåðèìåòðà.
á) Ðåøèòå àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ òðàïåöèè ABFC (BF ‖ AC).



ÐÅØÅÍÈÅ: Àíàëèç: Ðåøàåì ïóíêò á). Ïóñòü òðåáóåìàÿ ïðÿìàÿ ïðîâåäåíà,
è ïóñòü M è N � òî÷êè å¼ ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòîðîíàìè AB è FC òðàïåöèè ABFC.
Òîãäà PAMNC = PMBFN . Ìîæíî ïîëàãàòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî BF �
ìåíüøåå îñíîâàíèå. Òîãäà ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó F ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ñòîðîíå
AB; ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñå÷¼ò îòðåçêè MN è AC â íåêîòîðûõ òî÷êàõ; îáîçíà÷èì èõ
÷åðåç P è E (ñì. ðèñóíîê). Òîãäà PMBFN = MB + BF + FN + NM = PF + BF +
FN + NP + PM = PPNF + 2BF . Àíàëîãè÷íî PAMNC = PAMNC + 2BF , îòêóäà
PPNF = PAMNC . Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ïóíêòà á) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïóíêòà à).

Ïóñòü òåïåðü òðåáóåìàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ñòîðî-
íû AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ M è N
ñîîòâåòñòâåííî. Îòëîæèì íà ëó÷àõ MB è NB îòðåç-
êè MT = MA è NP = NC. Òîãäà ïðÿìûå TK è AC
áóäóò ïàðàëëåëüíû. Êðîìå òîãî, òàê êàê MK +KB +
BT+TN+NM = PMNB = PAMNC = AM+MN+NC+
AC, ïîëó÷èì AC = KB + BT . Îòìåòèì íà îòðåçêå
AC òî÷êó L òàê, ÷òî AL = KB. Òîãäà CL = BT . Èç
ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ PKT è PAC íàõîäèì, ÷òî
AB : BC = KB : BT = AL : LC. Íî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà L �
îñíîâàíèå áèññåêòðèñû óãëà B.

Ïîñòðîåíèå: Â ñëó÷àå a) ïðîâîäèì BL áèññåêòðèñó óãëà B, íà ñòîðîíå BA îò-
êëàäûâàåì îòðåçîê BK = AL (èëè íà ñòîðîíå BC îòðåçîê BT = CL). ×åðåç
ñåðåäèíó îòðåçêà AK (èëè CT ) ïðîâîäèì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ñòîðîíå AC. Ýòà
ïðÿìàÿ èñêîìà. Â ñëó÷àå á) ïðîâîäèì ïðÿìóþ FE ‖ AB è îñóùåñòâëÿåì óêàçàííîå
ïîñòðîåíèå äëÿ òðåóãîëüíèêà EFC.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìàÿ MN ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå AC ïî ïîñòðîåíèþ. Ðàâåí-
ñòâî ïåðèìåòðîâ ïîëó÷åííûõ ôèãóð ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïóò¼ì ñðàâíåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ îòðåçêîâ.

Èññëåäîâàíèå: Åñëè ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ñòîðîíå AC ÷åðåç òî÷êó
M ñòîðîíû AB, áëèçêóþ ê B, òî ïåðèìåòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà AMNC áóäåò ïî÷òè
ðàâåí ïåðèìåòðó íà÷àëüíîé ôèãóðû P . Ïðè äâèæåíèè òî÷êè M ïî ñòîðîíå AB
îò B ê A ïåðèìåòð áóäåò ìîíîòîííî è íåïðåðûâíî óáûâàòü äî âåëè÷èíû 2AC.
Ïåðèìåòð âåðõíåé ôèãóðû, íàîáîðîò, áóäåò ìîíîòîííî âîçðàñòàòü îò 0 äî P . Òàê
êàê P > 2AC, â íåêîòîðîé òî÷êå, è ïðè òîì åäèíñòâåííîé, ïåðèìåòðû îáåèõ ôèãóð
ñîâïàäóò. Çíà÷èò, çàäà÷à âñåãäà èìååò åäèíñòâåííûé îòâåò.

Ñîñòàâèòåëè: Øåâàëäèí Â.Ò., Íîõðèí Ñ.Ý., Õëîïèí Ä.Â.
http://acm.usu.ru
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10.1. Èçâåñòíî, ÷òî 0 6 x 6 a, 0 6 t 6 a, 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 b. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî

√
x2 + (b− y)2 +

√
y2 + (a− t)2 +

√
t2 + (b− z)2 +

√
z2 + (a− x)2 6 2(a + b).

ÐÅØÅÍÈÅ:
Ñïîñîá ïåðâûé. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê ABCD

ñî ñòîðîíàìè AB = a è AD = b. Îòìåòèì íà ñòîðî-
íàõ AB, BC, CD è DA ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè E, F ,
G è H, òàê ÷òî EB = x, FC = y, GD = t è HA = z.
Òîãäà

√
x2 + (b− y)2 = EF ,

√
y2 + (a− t)2 = FG,√

t2 + (b− z)2 = GH,
√

z2 + (a− x)2 = HE. Òàêèì
îáðàçîì, íåðàâåíñòâî, êîòîðîå òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,
ïðåâðàùàåòñÿ â î÷åâèäíîå PEFGH 6 PABCD.

Ñïîñîá âòîðîé. Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë α è β âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

√
α2 + β2 6 α + β, ÷òî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ. Ïîýòîìó
√

x2 + (b− y)2 +
√

y2 + (a− t)2 +
√

t2 + (b− z)2 +
√

z2 + (a− x)2 6

6 x + (b− y) + y + (a− t) + t + (b− z) + z + (a− x) = 2(a + b).

10.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: xn + xn+2 = xn+1

äëÿ âñåõ n = 1, 2, 3, . . .. Áàðîí Ìþíõãàóçåí óòâåðæäàåò, ÷òî îí çíàåò îäíî çà-
ìå÷àòåëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, ïðè êîòîðîì äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî xn+m = xn. Íå çàâðàëñÿ ëè áàðîí?

ÐÅØÅÍÈÅ: Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òàê êàê xn +xn+2 =
xn+1 äëÿ âñåõ n ∈ N, òî ïîäñòàâèâ âìåñòî n çíà÷åíèÿ n = k, è n = k + 1 ïîëó÷èì
âåðíûå ðàâåíñòâà xk + xk+2 = xk+1 è xk+1 + xk+3 = xk+2. Ñëîæèì ýòè ðàâåíñòâà
ïî÷ëåííî è ïîëó÷èì xk + xk+2 + xk+1 + xk+3 = xk+1 + xk+2, îòêóäà xk = −xk+3.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì xk+3 = −xk+6, îòêóäà xk = xk+6. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ìîæåò áûòü âçÿòî ÷èñëî 6 (èëè ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
êðàòíîå 6).

ÎÒÂÅÒ: Áàðîí íå îáìàíûâàåò.



10.3. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BM óãëà B. Íà ñòîðîíå CB
îòìåòèëè òàêóþ òî÷êó N , ÷òî ∠CAN = ∠ABM . Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè AM
è MN ðàâíû.

ÐÅØÅÍÈÅ: Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêî-
ëî òðåóãîëüíèêà AMN (ñì. ðèñóíîê). Òàê êàê òî÷êè A è B
ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé MN è
∠MAN = ∠ABM = ∠MBN , òî òî÷êà B ëåæèò íà ýòîé
îêðóæíîñòè. Òîãäà äóãè MA è MN ðàâíû, òàê êàê íà íèõ
îïèðàþòñÿ ðàâíûå âïèñàííûå óãëû. Íî òîãäà ðàâíû è ñòÿãè-
âàþùèå èõ õîðäû. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

10.4. Òî÷êà M ëåæèò íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêî-
ëî äàííîãî ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå,
÷òî âåëè÷èíà MA 4 + MB 4 + MC 4 íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè M .

ÐÅØÅÍÈÅ: Ïóñòü òî÷êà M ëåæèò íà äóãå AC, íå ñîäåðæàùåé òî÷êó B.
Ïóñòü òàêæå ∠ABM = α. ßñíî, ÷òî 0 6 α 6 60◦. Ïóñòü R � ðàäèóñ îêðóæíîñòè,
îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà ABM
íàõîäèì AM = 2R sin (∠ABM) = 2R sin α). Àíàëîãè÷íî èç òðåóãîëüíèêà BMC
âèäèì, ÷òî CM = 2R sin (60◦ − α). Óãëû CAM è ABM ðàâíû, êàê âïèñàííûå,
îïèðàþùèåñÿ íà îäíó è òó æå äóãó, ïîýòîìó èç òðåóãîëüíèêà AMB íàõîäèì, ÷òî
MB = 2R sin (60◦ + ∠CAM) = 2R sin (60◦ + α). Òîãäà íàäî äîêàçàòü, ÷òî âûðàæå-
íèå MA4 + MB4 + MC4 = 16R4(sin4 α + sin4 (60◦ − α) + sin4 (60◦ + α)) íå çàâèñèò
îò α. Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå:

16R4(sin4 α + sin4 (60◦ − α) + sin4 (60◦ + α)) =

= 16R4

((
1− cos 2α

2

)2

+

(
1− cos (120◦ − 2α)

2

)2

+

(
1− cos (120◦ + 2α)

2

)2
)

=

= 4R4(3− 2(cos 2α + cos (120◦ − 2α) + cos (120◦ + 2α))+

+(cos2 α + cos2 (60◦ − α) + cos2 (60◦ + α))) =

= 4R4(3− 2(cos 2α + cos (120◦ − 2α) + cos (120◦ + 2α))+

+

(
1 + cos 4α

2
+

1 + cos (240◦ − 4α)

2
+

1 + cos (240◦ + 4α)

2

)
=

= 18R4 − 4R4(cos 2α + cos (120◦ − 2α) + cos (120◦ + 2α))+

+2R4(cos 4α + cos (240◦ − 4α) + cos (240◦ + 4α)) =

= 18R4 − 4R4(cos 2α + cos (120◦ − 2α) + cos (120◦ + 2α))+

+2R4(cos 4α + cos (120◦ + 4α) + cos (120◦ − 4α)).

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî x âûðàæåíèå cos x + cos (120◦ − x) + cos (120◦ + x) =

= cos x − 1

2
cos x +

√
3

2
sin x − 1

2
cos x −

√
3

2
sin x = 0, òî êàæäàÿ èç ñêîáîê â ïî-

ñëåäíåì âûðàæåíèè ðàâíà íóëþ, è MA4 + MB4 + MC4 = 18R4, ÷òî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî.



10.5. à) Ðàññòàâüòå íà øàõìàòíîé äîñêå 8× 8 íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ëàäåé
òàê, ÷òîáû êàæäàÿ áèëà ðîâíî äâå äðóãèõ.

á) Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ñëîíîâ ìîæíî ðàññòàâèòü íà èçîáðàæ¼ííîé
íà ðèñóíêå äîñêå òàê, ÷òîáû êàæäûé ñëîí áèë ðîâíî äâóõ äðóãèõ? Ïðèâåäèòå
ïðèìåð òàêîé ðàññòàíîâêè è äîêàæèòå, ÷òî áîëüøåãî ÷èñëà ñëîíîâ ðàññòàâèòü
òðåáóåìûì îáðàçîì íåëüçÿ.

ÐÅØÅÍÈÅ: a) ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 9.2.
á) Ðàñêðàñèì äîñêó â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, òîãäà äëÿ ñëî-

íîâ íà îäíîì öâåòå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ëàäüÿì íà äîñêå 5×5, à
äëÿ ñëîíîâ íà äðóãîì öâåòå ñâîäèòñÿ ê ëàäüÿì íà äîñêå 4× 4.
Ýòè ðàñïîëîæåíèÿ íèêàê íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà, ïîýòîìó
ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñëîíîâ íà èñõîäíîé äîñêå ðàâíî ñóììå
ìàêñèìàëüíûõ íà ýòèõ äâóõ.

Íà ïåðâîé äîñêå ñòîèò íå áîëåå 10 ëàäåé (ñì. äîêàçàòåëü-
ñòâî óòâåðæäåíèÿ â çàäà÷å 9.2.), à íà âòîðîé � íå áîëåå 8
ëàäåé. Ïðèìåð ðàññòàíîâêè ëàäåé íà ýòèõ äîñêàõ äà¼ò íàì
ïðèìåð ñîîòâåòñòâóþùåé ðàññòàíîâêè ñëîíîâ óæå íà èñõîä-
íîé äîñêå.

ÎÒÂÅÒ: a) 16 ëàäåé; á)18 ñëîíîâ.

10.6. Íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ââåäåíà îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ êàæ-
äîé ïàðå ÷èñåë x è y ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî x ◦ y, è ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ
÷èñåë x, y, z èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

1) (x + y) · (x ◦ y) = x2 ◦ y2,
2) x ◦ y = (x + z) ◦ (y + z),
3) 1 ◦ 0 = 1.

Âûðàçèòå ýòó îïåðàöèþ ÷åðåç ÷åòûðå àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿ. Ïðèâåäèòå âñå
âîçìîæíûå âàðèàíòû îòâåòà è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

ÐÅØÅÍÈÅ: Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî a è âìåñòå ñ íèì ÷èñëî b =
1− a

2
. Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî òðåòüå è âòîðîå ñâîéñòâî èç ðàâåíñòâà 1−2b = a,

èìååì
a = a(1 ◦ 0) = a((1− b) ◦ (−b)) = (1− b− b)((1− b) ◦ (−b)).

Â ñèëó ïåðâîãî ñâîéñòâà è ðàâåíñòâà 1− 2b = a ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ïðîäîë-
æèòü

a = (1− b)2 ◦ b2 = (1− 2b + b2) ◦ b2 = (a + b2) ◦ b2.

Ïðèìåíÿÿ âòîðîå ñâîéñòâî, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì a = a ◦ 0 äëÿ âñåõ a.
Òåïåðü èç âòîðîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî x ◦ y = (x− y) ◦ 0 = x− y äëÿ âñåõ x, y.

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ âñå òðè ñâîéñòâà èç óñëîâèÿ
çàäà÷è äåéñòâèòåëüíî âûïîëíåíû.

ÎÒÂÅÒ: Ýòà îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ âû÷èòàíèåì.
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11.1. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè îíî ðàâíî ñóììå
âñåõ ñâîèõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé, êðîìå ñàìîãî ýòîãî ÷èñëà. (Íàïðèìåð, ÷èñëî
6 ñîâåðøåííîå, òàê êàê 6 = 1 + 2 + 3.)

Äîêàæèòå, ÷òî:
à) ÷èñëî 2010 íå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ÷èñëîì,
á) ÷èñëî 20102 íå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ÷èñëîì,
â) ÷èñëî n2 íå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ÷èñëîì íè äëÿ êàêîãî íàòóðàëüíîãî n.

ÐÅØÅÍÈÅ: Îáîçíà÷èì ÷åðåç s(n) ñóììó âñåõ äåëèòåëåé ÷èñëà n, âêëþ÷àÿ
åãî ñàìîãî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷èñëî n ñîâåðøåííîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
s(n) = 2n.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè a è b âçàèìíî ïðîñòû, òî s(ab) = s(a)s(b). Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè s(a) = a1+· · ·+ak, ãäå ai � âñåâîçìîæíûå ðàçëè÷íûå ìíîæèòåëè a, àíàëîãè÷íî
s(b) = b1 + · · · + bl, òî äëÿ âñåõ 1 6 i 6 k, 1 6 j 6 l âûïîëíåíî aibj ÿâëÿåòñÿ
äåëèòåëåì ab. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé äåëèòåëü r ìîæåò åäèíñòâåííûì îáðàçîì áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå r = aibj (ai = ÍÎÄ(a, r), bj = ÍÎÄ(b, r)), ñëåäîâàòåëüíî â

ñóììå
k∑

i=1

l∑
j=1

aibj âûðàæåíèå r áóäåò âñòðå÷àòüñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Òîãäà s(ab) =

k∑
i=1

l∑
j=1

aibj =
k∑

i=1

ai

l∑
j=1

bj =
k∑

i=1

ai(s(b)) = s(a) · s(b).
à) Ïîñêîëüêó ÷èñëî 2010 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 2010 = 2 · 3 · 5 · 67, òî

ïî äîêàçàííîìó èìååì s(2010) = s(2) · s(3) · s(5) · s(67). Äëÿ ïðîñòûõ p èìååì
s(p) = p + 1, îòñþäà s(2010) = 3 · 4 · 6 · 68. Åñëè áû 2010 áûëî áû ñîâåðøåííûì, òî
3 · 4 · 6 · 68 = 2 · 2 · 3 · 5 · 67, íî ýòîãî áûòü íå ìîæåò (ëåâàÿ ÷àñòü íå äåëèòñÿ íà 67)

á), â) Ïðè n = 1 âñå ïîêàçàíî: 1 íå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ÷èñëîì.
Ðàññìîòðèì êâàäðàò ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1. Òîãäà îí äîïóñ-

êàåò ðàçëîæåíèå
n2 = p2α1

1 p2α2
2 . . . p2αk

k

äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k, α1, . . . αk, p1, . . . , pk, ãäå ÷èñëà pi � ïðîñòûå.
Çàìåòèì ÷òî p2α1

1 äåëèòñÿ íà ÷èñëà 1, p1, p
2
1, . . . , p

2α1
1 è òîëüêî íà íèõ, îòñþäà

s(p2α1
1 ) = 1 + p1 + p2

1 + . . . + p2α1
1 . Íî ýòî ÷èñëî íå÷¼òíîå (2α1 ñëàãàåìûõ îäíîé

÷åòíîñòè è 1). Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå÷¼òíû è âñå s(p2αi
i ).

Òåïåðü, âîñïîëüçîâàâøèñü ïîêàçàííûì ñâîéñòâîì, èìååì s(n2) = s(p2α1
1 ) · . . . ·

s(p2αn
n ). Êàê ïðîèçâåäåíèå íå÷¼òíûõ ÷èñåë, ÷èñëî s(n2) � íå÷¼òíî. Íî ó ñîâåðøåí-

íîãî ÷èñëà m ÷èñëî s(m) ÷¼òíî. Ïðîòèâîðå÷èå.

11.2. Íàéòè âñå òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà k, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ âûðà-
æåíèå sin kx · sink x− cos kx · cosk x + cosk 2x íå çàâèñèò îò x.

ÐÅØÅÍÈÅ:



Ïåðâûé ñïîñîá. Ïîëîæèì fk(x) = sin kx · sink x− cos kx · cosk x + cosk 2x. Âûðà-
æåíèå íå çàâèñèò îò x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà fk(x) ≡ C, ãäå C � íåêîòîðàÿ
êîíñòàíòà. Òàê êàê fk(0) = 0 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k, òî C = 0.

Ïðè k = 1 èìååì: fk(x) = sin2 x − cos2x + cos 2x ≡ 0, ò.å. k = 1 óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ çàäà÷è.

Ïóñòü k > 2, k ∈ N. Òîãäà ðàññìîòðèì x0 =
π

2k
. ßñíî, ÷òî 0 < x0 6 π

4
, ïîýòîìó

sin x0 > 0 è cos 2x0 > 0. Ïîýòîìó f(x0) = sin
π

2
· sink x0 − cos

π

2
· cosk x0 + cosk 2x0 =

sink x0 + cosk 2x0 > 0. Ïîýòîìó k íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.
Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü f(x) = sin kx · sink x − cos kx · cosk x + cosk 2x. Ïðè k = 1

èìååì òîæäåñòâî f(x) ≡ 0. Ïóñòü k > 2, k ∈ N è f(x) íå çàâèñèò îò x. Èç ðàâåíñòâà
f(−x) = f(x), âåðíîãî äëÿ âñåõ x ∈ R, ñëåäóåò, ÷òî (−1)k+1 sin kx · sink x− cos kx ·
cosk x + cosk 2x = sin kx · sink x − cos kx · cosk x + cosk 2x, îòêóäà (−1)k−1 = 1, ò.å.,
k � íå÷¼òíî. Ïóñòü k = 2s + 1, s = 1, 2, . . .. Èç ðàâåíñòâà

0 = f(0) = f
(π

4

)
=

(√
2

2

)2s+1

·
(
sin

(πs

2
+

π

4

)
− cos

(πs

2
+

π

4

))

ñëåäóåò, ÷òî s � ÷¼òíî, s = 2r. Òîãäà k = 4r + 1. Äàëåå

f ′(x) = k(cos kx · sink x + cos x · sink−1 x · sin kx+

+ sin kx · cosk x + cos kx · cosk−1 x · sin x)− 2k sin 2x · cosk−1 2x,

îòêóäà f ′
(π

4

)
=

(√
2

2

)k

·k·
(

sin
πk

4
+ cos

πk

4

)
= 0, ïîñêîëüêó f(x) = const. Îòñþäà

k = 3 + 4s, s = 0, 1, 2, 3, . . .. Ïðîòèâîðå÷èå.
ÎÒÂÅÒ: k = 1.

11.3. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà ëó÷àõ BA è CA âíå òðåóãîëüíèêà ABC
îòìå÷åíû òî÷êè A1 è A2 òàêèå, ÷òî AA1 = AA2 = BC. Àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì ïîëó÷åíû òî÷êè B1 è B2, C1 è C2 (BB1 = BB2 = AC, CC1 = CC2 = AB).
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A1, A2, B1, B2, C1, C2 ïðèíàäëåæàò îäíîé îêðóæíîñòè
(îêðóæíîñòè Êîíâåÿ).

ÐÅØÅÍÈÅ: Ïåðâûé ñïîñîá. Äîêàæåì, ÷òî öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè
(òî÷êà J) ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê A1, A2, B1, B2, C1 C2. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî J
ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòè òî÷êè.

Òðåóãîëüíèê AA1A2 ðàâíîáåäðåííûé ïî ïîñòðîåíèþ, ïîýòîìó ñåðåäèííûé ïåð-
ïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó A1A2 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, íà êîòîðîé ëåæèò áèññåêòðèñà óãëà
A1AA2. Íî óãëû A1AA2 è BAC âåðòèêàëüíûå, ïîýòîìó èõ áèññåêòðèñû ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé. Òàê êàê öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè áèñ-
ñåêòðèñ, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà J ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê A1 è A2. Ýòî æå âåðíî
äëÿ ïàð òî÷åê B1, B2 è C1, C2.

Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî A1J = B1J = C1J . Äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî A1J = C1J .
Òàê êàê A1C = A1A + AC = BC + AC = BC + CC1 = BC1, òî òðåóãîëüíèê



A1BC1 ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûì. Eãî áèññåêòðèñà, ïðîâåä¼ííàÿ èç âåðøèíû B,
îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ åãî âûñîòîé è ìåäèàíîé, ò.å. ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåí-
äèêóëÿðå ê ñòîðîíå A1C1. Çíà÷èò, ëþáàÿ òî÷êà áèññåêòðèñû (â ÷àñòíîñòè, òî÷êà
J) ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê A1 è C1, ÷òî è òðåáóåòñÿ äîêàçàòü.

Âòîðîé ñïîñîá. Äîêàæåì ëåììó: ïóñòü îêðóæ-
íîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC êàñàåòñÿ
ñòîðîí AC = b, AB = c è BC = a â òî÷êàõ
M , N è P ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà AM = AN =
b + c− a

2
, BN = BP =

a + c− b

2
è CM = CP =

b + a− c

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. AM = AN , êàê îò-
ðåçêè êàñàòåëüíûõ ïðîâåä¼ííûõ â èç òî÷êè A.
Ïîëîæèì AM = x. Àíàëîãè÷íî, ïóñòü BN =

BP = y è CP = CM = z. Èìååì ñèñòåìó





x + y = c
y + z = a
z + x = b

, ðåøàÿ êîòîðóþ è ïîëó-

÷àåì òðåáóåìûå ðàâåíñòâà.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è. Ïóñòü r

è J � ñîîòâåòñòâåííî ðàäèóñ è öåíòð âïèñàííîé
â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòè, M �- òî÷êà êà-
ñàíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé AC (ñì. ðè-
ñóíîê). Ñîãëàñíî ëåììå AM =

AB + AC −BC

2
.

Íàéä¼ì ðàññòîÿíèå JA1: JA2
1 = JM2 + MA2

1 =

r2+(MA + AA1)
2 = r2+

(
AB + AC −BC

2
+ BC

)2

=

r2 +

(
AB + AC + BC

2

)2

= r2 + p2, ò.å. JA1 =
√

r2 + p2, ãäå p � ïîëóïåðèìåòð òðå-
óãîëüíèêà ABC. Ýòîìó æå ÷èñëó ðàâíû âñå ðàññòîÿíèÿ JA2, JB1, JB2, JC1, JC2,
ïîýòîìó òî÷êè A1, A2, B1, B2, C1, C2 ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå J
ðàäèóñà

√
r2 + p2.

11.4. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû P = max {p1, p2, p3, p4, p5}, ãäå
p1 = x1+x2+x3, p2 = x2+x3+x4, p3 = x3+x4+x5, p4 = x4+x5+x6, p5 = x5+x6+x7,
åñëè âñå xi > 0 è x1 + x2 + . . . + x7 = 1.

ÐÅØÅÍÈÅ:
Ïåðâûé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî ìàêñèìóì íåñêîëüêèõ ÷èñåë âñåãäà íå ìåíüøå èõ

ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî, òîãäà

P > x1 + 2x2 + 3x3 + 3x4 + 3x5 + 2x6 + x7

5
=

3− 2x1 − 2x7 − x2 − x6

5
,

íî x1 6 x1 + x2 6 p1 6 P è x7 6 x6 + x7 6 p5 6 P , îòñþäà

P > 3− 2x1 − 2x7 − x2 − x6

5
> 3− 4P

5
,



òî åñòü 5P > 3− 4P, 9P > 3, P > 1/3.
Çíà÷åíèå P = 1/3 äîñòèãàåòñÿ ïðè x1 = x4 = x7 = 1/3, x2 = x3 = x5 = x6 = 0.
Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì òðè ìíîæåñòâà {x1, x2, x3}, {x4, x5, x6}, {x7}. Åñëè

ñóììà ÷èñåë â êàæäîì èç íèõ ìåíüøå 1/3, òî ñóììà âñåõ ÷èñåë ìåíüøå 1 � ïðîòè-
âîðå÷èå ñ óñëîâèåì çàäà÷è. Èòàê, ëèáî p1 > 1/3, ëèáî p4 > 1/3, ëèáî p5 > x7 > 1/3.
Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë pi íå ìåíüøå 1/3, ïîýòîìó P > 1/3.

Íåñëîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà âñå ÷èñëà pi (à, ñëåäîâàòåëüíî, è ÷èñëî P )
ðàâíû â òî÷íîñòè 1/3: x1 = x4 = x7 = 1/3, x2 = x3 = x5 = x6 = 0. Ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî òàêîé íàáîð ÷èñåë åäèíñòâåííûé.

ÎÒÂÅÒ: 1/3.

11.5. Íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ââåäåíà îïåðàöèÿ x ◦ y òàêàÿ,
÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë x, y, z èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

1) x ◦ y = y ◦ x,
2) (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z),
3) (cx) ◦ (cy) = c(x ◦ y) äëÿ ëþáîãî c > 0,
4) âûðàæåíèå (x + z) ◦ (y + z)− (x ◦ y) çàâèñèò òîëüêî îò z è íå çàâèñèò îò

x è y.

Âûðàçèòå ýòó îïåðàöèþ ÷åðåç ÷åòûðå àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿ è îïåðàöèþ âçÿ-
òèÿ ìîäóëÿ. Ïðèâåäèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû îòâåòà è äîêàæèòå, ÷òî äðó-
ãèõ íåò.

ÐÅØÅÍÈÅ: Çàìåòèì, ÷òî 0 ◦ 0 = (0 · 2) ◦ (0 · 2) = 2(0 ◦ 0), òî åñòü 0 ◦ 0 = 0.
Ïóñòü k = 0 ◦ 1, l = 0 ◦ (−1). Äëÿ âñÿêîãî c > 0 èìååì 0 ◦ c = (0 · 1) ◦ (c · 1) =

(0·c)◦(c·1) = c(0◦1) = kc. Òîãäà 0◦k = k2, íî 0◦k = 0◦(0◦1) = (0◦0)◦1 = 0◦1 = k,
îòñþäà k2 = k, òî åñòü k = 0 èëè k = 1.

Àíàëîãè÷íî äëÿ âñÿêîãî c > 0 èìååì 0◦ (−c) = (0 · c)◦ (−1 · c) = c(0◦ (−1)) = lc.
Òîãäà 0 ◦ (−l) = l2, íî 0 ◦ (−l) = 0 ◦ (0 ◦ (−1)) = (0 ◦ 0) ◦ (−1) = 0 ◦ (−1) = l, îòñþäà
l2 = l, òî åñòü l = 0 èëè l = 1.

Îáîçíà÷èì (x+z)◦(y+z)−(x◦y) ÷åðåç f(z). Òîãäà f(z) = (0+z)◦(0+z)−(0◦0) =
z ◦ z = z(1 ◦ 1) äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ z.

Òåïåðü äëÿ âñåõ x > y âûïîëíåíî x ◦ y = (x− y) ◦ 0 + f(y) = (x− y)k + y(1 ◦ 1) è
x ◦ y = 0 ◦ (y− x) + f(x) = (y− x)l + x(1 ◦ 1). Îòñþäà (y− x)(1 ◦ 1) = (y− x)(k + l),
â ÷àñòíîñòè 1 ◦ 1 = k + l è x ◦ y = (x − y)k + y(k + l) = kx + yl äëÿ âñåõ x > y, òî
åñòü x ◦ y = k max{x, y}+ l min{x, y}.

Ïîäñòàâëÿÿ âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ k, l ïîëó÷àåì ÷åòûðå âîçìîæíûõ âàðèàíòà:
1) x ◦ y = x + y,
2) x ◦ y = max{x, y},
3) x ◦ y = min{x, y},
4) x ◦ y = 0.

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî max{x, y} =
x + y + |x− y|

2
è min{x, y} =

x + y − |x− y|
2

.
Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå ýòè ÷åòûðå âàðèàíòà ãîäÿòñÿ.



ÎÒÂÅÒ: Ââåä¼ííàÿ îïåðàöèÿ � ëèáî òîæäåñòâåííûé íîëü, ëèáî ñóììà ÷èñåë,
ëèáî âçÿòèå íàèáîëüøåãî èç äâóõ ÷èñåë, ëèáî âçÿòèå íàèìåíüøåãî èç íèõ.

11.6. Íà äîñêå 7×7 ðàññòàâüòå 24 ðûöàðÿ è 25 ëæåöîâ (ïî îäíîìó â åäèíè÷íóþ
êëåòêó) òàê, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ ìîã ñêàçàòü: ¾Ðÿäîì ñî ìíîé ñòîèò ðîâíî
îäèí ðûöàðü¿. Êàê îáû÷íî, ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò.
Ëþäè ñ÷èòàþòñÿ ñòîÿùèìè ðÿäîì, åñëè ó çàíèìàåìûõ èìè êëåòîê åñòü îáùàÿ
ñòîðîíà.

ÐÅØÅÍÈÅ:
Ñì. ðèñóíîê (ðûöàðè îáîçíà÷åíû áåëûìè êðó-

ãàìè, ëæåöû � ÷¼ðíûìè).

Ñîñòàâèòåëè: Øåâàëäèí Â.Ò., Íîõðèí Ñ.Ý., Õëîïèí Ä.Â.
http://acm.usu.ru


