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10-11 êëàññ

10-11.1. �åøèòå ñèñòåìó â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ:

4
√
3(a + b+ c) =

√
45, a2 + b2 + c2 = 45

√
3,

4
√
3(a3 + b3 + c3) = 45

√
15, a4 + b4 + c4 = 2025.

10-11.2. Íà ðèñóíêå ñïðàâà èçîáðàæåíû 11 ïîäîáíûõ
øåñòèóãîëüíèêîâ. Øåñòü èç íèõ � À, Á, Â, �, Ä, Ö � íå

ïåðåñåêàþòñÿ, à îñòàëüíûå ïÿòü � Ä∪Ö, �∪Ä∪Ö, Â∪�∪Ä∪Ö,
Á∪Â∪�∪Ä∪Ö, À∪Á∪Â∪�∪Ä∪Ö � ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿìè

ýòèõ øåñòè. �èñóíîê áûë ñïåöèàëüíî èñêàæ¼í, îòðåçêè â íåì

áûëè ÷óòü ïîâ¼ðíóòû è ðàñòÿíóòû, íî ýòî íå ìåøàåò ñ÷èòàòü,

÷òî â êàæäîì èç ýòèõ øåñòèóãîëüíèêîâ îäèí óãîë áîëüøå ðàç-

âåðíóòîãî, à îñòàëüíûå � ìåíüøå. Äîêàæèòå, ÷òî à) â øåñòè-

óãîëüíèêå Ö âñå óãëû, êðîìå îäíîãî, ïðÿìûå; á) ëåâûå ñòîðîíû

øåñòèóãîëüíèêîâ À è Á ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

10-11.3. Äàíû êàêèå-òî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, d. Èç-

âåñòíî, ÷òî ñóììà a cosx + b cos 2x + c cos 3x + d cos 4x íåîòðèöàòåëüíà ïðè ëþáîì äåéñòâè-

òåëüíîì x. Íàéäèòå a, b, c, d.

10-11.4. Äàíà çàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ â ïðîñòðàíñòâå. Èçâåñòíî, ÷òî

íåò ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ñîäåðæàëà áû å¼ âñþ. Âåðíî ëè, ÷òî âñåãäà íàéäåòñÿ íå ñîäåðæàùàÿ

íè îäíîãî å¼ çâåíà ïëîñêîñòü, êîòîðàÿ ðàçðåæåò ýòó ëîìàíóþ à) íå ìåíüøå, ÷åì íà ÷åòûðå

÷àñòè; á) ðîâíî íà ÷åòûðå ÷àñòè?

10-11.5. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è ïðîñòîå ÷èñëî d òàêèå, ÷òî a2 + b2 äåëèòñÿ íà d

è ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàêèõ-òî íàòóðàëüíûõ k, i < d

à) èç òîãî, ÷òî Na2 è Nb2 äåëÿòñÿ íà d äëÿ êàêîãî-òî íàòóðàëüíîãî N , ñëåäóåò, ÷òî è N

äåëèòñÿ íà d; (2 áàëëà)

á) ÷èñëî k2a2 − i2b2 òîæå äåëèòñÿ íà d; (5 áàëëîâ)

â) ÷èñëî k2 + i2 äåëèòñÿ íà d; (3 áàëëà)

ã) âûïîëíåíî k2 + i2 = d. (4 áàëëà)
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9 êëàññ

9.1. Â ðÿä çàïèñàëè ÷èñëà: ñíà÷àëà âñå íå÷¼òíûå îò 1 äî 2025 (ïî âîçðàñòàíèþ), à çàòåì
âñå ÷¼òíûå îò 2024 äî 2 (ïî óáûâàíèþ). Ñêîëüêî ÷èñåë äåëÿòñÿ íà íîìåð ñâîåé ïîçèöèè â

ýòîì ðÿäó?

9.2. Çàÿö è ÷åðåïàõà óñòðîèëè çàáåã ïî êðóãîâîé òðîïèíêå. Îíè ñòàðòóþò îäíîâðåìåí-

íî èç îäíîé òî÷êè â îäíîì íàïðàâëåíèè, êàæäûé � ñî ñâîåé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Çàÿö

áûñòðåå ÷åðåïàõè. Êàæäûé ðàç, êîãäà çàÿö è ÷åðåïàõà âñòðå÷àëèñü â îäíîé òî÷êå, ÷åðåïàõà

ìãíîâåííî ðàçâîðà÷èâàëàñü è ñ òîé æå ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ äâèãàëàñü â ïðîòèâîïîëîæíîì

íàïðàâëåíèè. Êîãäà ÷åðåïàõà âïåðâûå âåðíóëàñü íà òî÷êó ñòàðòà, çàÿö âñòðåòèë å¼ â 209-ûé
ðàç. Âî ñêîëüêî ðàç ñêîðîñòü çàéöà áîëüøå ñêîðîñòè ÷åðåïàõè?

9.3. Äàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñî ñòî-

ðîíàìè 1, a, 2a2 è ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 1, b, 2b2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò
òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a, b, ab.

9.4. à) Äèìà ðåøèë ïîêðàñèòü íåêîòîðûå êëåòêè áåñêîíå÷íîé âî âñå ñòîðîíû êëåò÷àòîé

äîñêè â òðè öâåòà � êðàñíûé, ñèíèé, çåë¼íûé. Îí õî÷åò, ÷òîáû â êàæäîé ãîðèçîíòàëüíîé

ïîëîñêå 1×3 áûëà õîòÿ áû îäíà êðàñíàÿ êëåòêà, â êàæäîé âåðòèêàëüíîé ïîëîñêå 1×3 áûëà
õîòÿ áû îäíà ñèíÿÿ êëåòêà, à â êàæäîì êâàäðàòå 2 × 2 áûëà õîòÿ áû îäíà çåë¼íàÿ êëåòêà.

Äîêàæèòå, ÷òî íà ðàñêðàøåííîé ïî òàêèì ïðàâèëàì áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé äîñêå íå áóäåò

íåçàêðàøåííûõ êëåòîê. (3 áàëëà)

á) Òåïåðü Äèìà âçÿë êâàäðàò 30× 30 è ðåøèë ïîêðàñèòü êàêèå-òî åãî êëåòêè â êðàñíûé,

ñèíèé è çåë¼íûé öâåòà òàê, ÷òîáû â ýòîì êâàäðàòå âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ, îïèñàííûå âûøå.

Ìîæåò ëè îí îñóùåñòâèòü ýòó çàäà÷ó, íå ïîêðàñèâ ðîâíî 75 êëåòîê? (4 áàëëà)

9.5. Â îñòðîóãîëüíîì íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (AB > AC) ïðîâåäåíû âû-

ñîòû AA1, BB1 è CC1, òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC, òî÷êè B2 è C2 � ñåðåäèíû âûñîò

BB1 è CC1 ñîîòâåòñòâåííî, íå ñîâïàäàþùèå ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò ABC. Òî÷êà P �

îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåä¼ííîãî èç âåðøèíû A ê ïðÿìîé B1C1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ∠A1AC = ∠PAC1; (2 áàëëà)

á) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè M,A1, B2, C2 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè; (2 áàëëà)

â) Ïóñòü òî÷êàX ñèììåòðè÷íà òî÷êå B îòíîñèòåëüíî òî÷êè A1, à òî÷êà Y � ñèììåòðè÷íà

òî÷êà B1 îòíîñèòåëüíî òî÷êè P . Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè AB1X è ABY ðàâíû; (3 áàëëà)

ã) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A1 è P ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé B2C2; (4 áàëëà)

ä) Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê PB2C2 ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABC. (3 áàëëà)


