
�ÅØÅÍÈß

5 êëàññ

5.1. Â êëàññå ó÷àòñÿ äâå äåâî÷êè: Àëëà è Áåëëà. Â �åâðàëå áûëî 15 óðîêîâ ìàòåìàòèêè.

Àëëà ïðîïóñòèëà ïåðâûå äâà óðîêà èç-çà îëèìïèàäû, à ïîòîì, ïîñåòèâ 7 óðîêîâ ïîäðÿä,

çàáîëåëà âåòðÿíêîé. Áåëëà ïîñëå îòäûõà ñ ðîäèòåëÿìè ÷åñòíî ïîñåòèëà 8 óðîêîâ ïîäðÿä,

íî òðè óðîêà â êîíöå ïðîïóñòèëà, ïîòîìó ÷òî óåõàëà íà ñîðåâíîâàíèÿ. Íà ñêîëüêè óðîêàõ

ìàòåìàòèêè áûëà ðîâíî îäíà èç ýòèõ äåâî÷åê?

�åøåíèå. Àëëà ïîñåòèëà óðîêè ñ íîìåðàìè 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. À Áåëëà � óðîêè ñ íîìåðàìè

12, 11, 10, 9, 8, 7, 6 è 5. Êàê âèäíî, ðîâíî îäèí ðàç áûëè ïîñåùåíû óðîêè 3, 4, 10, 11 è 12.

Èòîãî 5 óðîêîâ.

Îòâåò. 8 óðîêîâ.

5.2. Ïåòÿ ðåøèë ïîáàëîâàòüñÿ ñ ëè�òîì: îí çàø¼ë â íåãî íà 4-îì ýòàæå è ïîñëå ýòîãî

óìíîæàë íà 2025 íîìåð ýòàæà, íà êîòîðîì íàõîäèòñÿ, íàõîäèë ïðåäïîñëåäíþþ öè�ðó

ðåçóëüòàòà è åõàë íà ýòàæ ñ ýòèì íîìåðîì. Åñëè ïîëó÷åííàÿ öè�ðà íîëü, òî Ïåòÿ åõàë

íà 10-ûé ýòàæ. Íà êàêîì ýòàæå áóäåò Ïåòÿ ñïóñòÿ 100 ïîåçäîê?

�åøåíèå. 4 × 2025 = 8100, òî åñòü ëè�ò ïåðâóþ ïîåçäêó ñîâåðøèò íà 10 ýòàæ. Ïîòîì

íà 2025 × 10 = 20250, òî åñòü íà 5 ýòàæ. Ñ ïÿòîãî ýòàæà îí ïîåäåò íà 2025 × 5 = 10025,
òî åñòü òðåòüÿ ïîåçäêà áóäåò íà âòîðîé ýòàæ, à ïîòîì � ñíîâà íà ïÿòûé (2025× 2 = 4050).
Ïîñêîëüêó ïðåäïîñëåäíÿÿ öè�ðà ñòðîãî îïðåäåëÿåò ïîñëåäóþùóþ, âîçíèêàåò öèêë èç 2-ãî

è 5-ãî ýòàæåé, ÷¼òíûå ïîåçäêè êîòîðîãî ïðèâîäÿò íàñ íà 5 ýòàæ.

Îòâåò. Íà ïÿòîì ýòàæå.

5.3. Ïèðàòû Áèëëè, �åíðè è Äæîííè íàøëè êëàä è ðàçäåëèëè åãî íà 3 ÷àñòè. Áèë-

ëè äîñòàëàñü ïîëîâèíà ìîíåò îò òîé ÷àñòè êëàäà, êîòîðàÿ äîñòàëàñü �åíðè è Äæîííè

âìåñòå. �åíðè äîñòàëàñü òðåòü ìîíåò îò òîé ÷àñòè êëàäà, êîòîðàÿ äîñòàëàñü Áèëëè è

Äæîííè âìåñòå. À Äæîííè äîñòàëîñü 60 ìîíåò. Ñêîëüêî âñåãî ìîíåò ñîäåðæàë êëàä?

�åøåíèå. Åñëè Áèëëè ïîëó÷èë îäíó ÷àñòü ìîíåò, òî îñòàëüíûå ïèðàòû ïîëó÷èëè äâå

÷àñòè ìîíåò. Ïîëó÷àåòñÿ, âñåãî ïèðàòû äåëèëè òðè ÷àñòè ìîíåò, è ó Áèëëè 1/3 âñåõ ìîíåò.
Åñëè �åíðè ïîëó÷èë îäíó ÷àñòü ìîíåò, òî îñòàëüíûå ïèðàòû ïîëó÷èëè òðè ÷àñòè ìîíåò,

è âñåãî ó ïèðàòîâ 4 ÷àñòè ìîíåò, à ó �åíðè 1/4 âñåõ ìîíåò. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ó Äæîííè

1−1/3−1/4 = 5/12 âñåõ ìîíåò. À ïî óñëîâèþ èõ 60. Ïîýòîìó, åñëè ïîäåëèòü âåñü êëàä íà 12

÷àñòåé, òî 5 èç íèõ ñîñòàâëÿþò 60 ìîíåò. Çíà÷èò îäíà ÷àñòü � ýòî 12 ìîíåò, à âñå 12 ÷àñòåé

� 144 ìîíåòû.

Îòâåò. 144 ìîíåòû.

5.4. Ñóùåñòâóåò ëè ÷åòûð¼õçíà÷íîå, òð¼õçíà÷íîå, äâóçíà÷íîå è îäíîçíà÷íîå ÷èñëî, â

çàïèñè êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ âñå öè�ðû, à ñóììà ýòèõ ÷èñåë ðàâíà 2025?

�åøåíèå. Cóùåñòâóåò. Íàïðèìåð, 1024+937+58+6=2025.
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5.5. Íà äèñêîòåêó ïðèøëè 2025 ÷åëîâåê, êàæäûé èç êîòîðûõ, ÿâëÿëñÿ ëèáî ðûöàðåì,

êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, ëèáî ëæåöîì, êîòîðûé âñåãäà ëæåò. Ïî îêîí÷àíèþ äèñêî-

òåêè ëþäè ïî î÷åðåäè íà÷àëè óõîäèòü. Âûéäÿ ñ òàíöïîëà êàæäûé ïðîèçíîñèë �ðàçó: "Íà

òàíöïîëå îñòàëîñü 2 ëæåöà". Ñêîëüêî ëæåöîâ áûëî èçíà÷àëüíî, åñëè ñ äèñêîòåêè óøëè

âñå?

�åøåíèå. Ïîñëåäíèé óõîäÿùèé òî÷íî ñêàçàë íåïðàâäó. À çíà÷èò, îí áûë ëæåöîì. Ïîñëå

òîãî, êàê óø¼ë ïðåäïîñëåäíèé ÷åëîâåê, îñòàëñÿ ðîâíî îäèí ëæåö. À çíà÷èò, óõîäÿùèé áûë

òàêæå ëæåöîì. Åñëè ïåðåä íèìè õîòü ðàç óõîäèë ëæåö, òî ïîñëåäíèé èç óõîäÿùèõ ëæåöîâ

ÿâíî ñêàçàë ïðàâäó. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êðîìå îñòàþùèõñÿ äâóõ ëæåöîâ, äðóãèõ áûòü íå ìîãëî.

Îòâåò. 2 ëæåöà.

5.6. Êóáèê 5×5×5 ñîñòàâëåí èç 125 êóáèêîâ 1×1×1. Íà êàæäîé ãðàíè êàæäîãî èç êó-

áèêîâ 1×1×1 íàðèñîâàíà îäíà òî÷êà (ñì. ðèñ.). Æåíÿ óäàëèëà 11 êóáèêîâ 1×1×1 òàê, ÷òî
îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü èñõîäíîãî êóáèêà ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé îäèí öåëüíûé êóñîê. Ïîñëå ýòîãî

Æåíÿ çàïóñòèëà ïî êóáèêó ðó÷íîãî òàðàêàíà Ñàøó, êîòîðûé îáîøåë âñþ ïîâåðõíîñòü ïî-

ëó÷èâøåéñÿ �èãóðû è ïîñ÷èòàë êîëè÷åñòâî òî÷åê, äî êîòîðûõ îí ìîæåò äîïîëçòè. Êàêîå

íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî òî÷åê ìîã íàñ÷èòàòü ðó÷íîé òàðàêàí Ñàøà?

�åøåíèå. Îöåíêà. Èçíà÷àëüíî ó íàñ óêàçàííàÿ ñóììà ðàâíà 6 × 25 = 150. ×òîáû
ýòà ñóììà ñòàëà ìåíüøå íåîáõîäèìî, ÷òîáû õîòÿ áû îäíà ëèíèÿ (òî åñòü, ïÿòü êóáèêîâ â

âûñîòó, øèðèíó èëè ãëóáèíó) ïåðåñòàëè ñóùåñòâîâàòü, è íè íà îäíîé èç îñòàâøèõñÿ ëèíèé

íå äîáàâèëîñü åù¼ îòäåëüíî ñòîÿùèõ êóáèêîâ. Ïîñêîëüêó òðè ëèíèè âêëþ÷àþò â ñåáÿ íå

ìåíåå, ÷åì 1+3×4 = 13 êóáèêîâ, òî óáðàòü ìû ìîãëè íå áîëåå äâóõ ëèíèé è, ñîîòâåòñòâåííî,

îñòàëîñü íå ìåíåå 6× 25− 4 = 146 òî÷åê.
Ïðèìåð. Áåð¼ì óãëîâîé êóáèê, óáèðàåì äëèíó è øèðèíó, ñîäåðæàùèå ýòîò êóáèê, à èç

ðÿäà â ãëóáèíó, åãî ñîäåðæàùåãî, óáèðàåì åù¼ äâà áëèæàéøèõ ê âûáðàííîìó óãëó êóáèêà.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âñå îöåíêè èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà äàþò ðàâåíñòâî.

Îòâåò. 146 òî÷åê.
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6 êëàññ

6.1. Ïîñëå ïðîñìîòðà óæàñòèêà íà íî÷ü Ïåòÿ ñêàçàë Ñàøå: "Êàê õîðîøî, ÷òî â ýòîì

ìåñÿöå 4 âîñêðåñåíüÿ è ó íàñ íå áóäåò ïÿòíèöû 13!". Íà ÷òî Ñàøà âîçðàçèë: "Â ýòîì ìåñÿ-

öå äåéñòâèòåëüíî 4 âîñêðåñåíüÿ, íî ïÿòíèöà 13 áóäåò!". Ìîãëè ëè ñëîâà Ñàøè îêàçàòüñÿ

ïðàâäîé?

�åøåíèå. Ìîãëî. Åñëè ìåñÿö �åâðàëü íåâèñîêîñíîãî ãîäà è 1 �åâðàëÿ � âîñêðåñåíüå,

òî â ìåñÿöå áóäåò 4 âîñêðåñåíüÿ è ïÿòíèöà 13.

6.2. Ó Ïåòè åñòü 30 ðàçëè÷íûõ ñîëäàòèêîâ. Îí ðåøèë ñ�îðìèðîâàòü èç íèõ ðàçíûå

îòðÿäû. Ñíà÷àëà îí ðàñïðåäåëèë èõ â îòðÿäû ïî 4 ñîëäàòèêà (äâîå ñîëäàòèêîâ îñòàëèñü

â ñòîðîíêå), ïîòîì ïî 5 ñîëäàòèêîâ, ïîòîì ïî 6 ñîëäàòèêîâ, ïîòîì ïî 7 ñîëäàòèêîâ

(äâîå îñòàëèñü â ñòîðîíêå) è òàê äàëåå. Â ïîñëåäíèé ðàç îí ðàñïðåäåëèë èõ â îòðÿäû ïî

13 ñîëäàòèêîâ (÷åòâåðî îñòàëèñü â ñòîðîíêå). Ìîãëî ëè òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî êàæäûé

ñîëäàòèê îêàçàëñÿ ïî êðàéíåé ìåðå â 9 îòðÿäàõ? Ñîëäàòèêè, îñòàþùèåñÿ â ñòîðîíêå,

îòðÿäàìè íå ñ÷èòàþòñÿ.

�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ìîãëî ñëó÷èòüñÿ. Äàâàéòå âûïèøåì, ñêîëüêî ñîëäà-

òèêîâ îñòàâàëîñü â ñòîðîíêå: 2 + 2 + 6 + 3 + 8 + 6 + 4 = 31. Âñåãî ðàñïðåäåëåíèé íà îòðÿäû

áûëî 10, çíà÷èò êàæäûé èç ñîëäàòèêîâ íå ó÷àñòâîâàë íè â êàêîì îòðÿäå ìàêñèìóì â îäíîì

ðàñïðåäåëåíèè. Íî âñåãî íå ó÷àñòâîâàëî â îòðÿäàõ ñóììàðíî 31 ñîëäàòèêîâ, çíà÷èò êàêîé-òî

èç ñîëäàòèêîâ íå ó÷àñòâîâàë â ðàñïðåäåëåíèè íà îòðÿäû õîòÿ áû äâà ðàçà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Îòâåò. Íå ìîãëî.

6.3. �àððè è �îí íàøëè êâàäðàò 1×1. Çàêëèíàíèåì "óâåëè÷èêóñ!" îíè ìîãóò ïî ñâîåìó

âûáîðó óâåëè÷èòü ëèáî øèðèíó, ëèáî äëèíó ïðÿìîóãîëüíèêà íà 1. �åáÿòà ïî î÷åðåäè êîë-

äóþò "óâåëè÷èêóñ!" (ïåðâûì êîëäóåò �àððè). Òîò, ïîñëå ÷üåãî õîäà îáðàçóåòñÿ êâàäðàò,

èëè îáðàçóåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé, áîëüøåé 2025, ïðîèãðûâàåò. Êòî âûèãðàåò

ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

�åøåíèå. Ïåðâûé õîä: �àððè äåëàåò ïðÿìîóãîëüíèê 2×1. ×òîáû íå ïðîèãðàòü, �îí îáÿ-

çàí äåëàòü ïðÿìîóãîëüíèê 3×1. Ïóñòü ïåðåä õîäîì �àððè èìååòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê (m+ 2)×m,
òîãäà �àððè äåëàåò ñâîèì õîäîì äåëàåò ïðÿìîóãîëüíèê (m + 2) × (m + 1). Â ñâîé õîä �îí,

÷òîáû íå ïðîèãðàòü, îáÿçàí äåëàòü ïðÿìîóãîëüíèê (m+ 3)× (m+ 1). Òàêèì îáðàçîì �àððè

ñíîâà ìîæåò ñäåëàòü õîä ïî ñâîåé ñòðàòåãèè è íå ïðîèãðàåò.

Îòâåò. Âûèãðûâàåò �àððè.

6.4. Äâà ìàñòåðà, ðàáîòàÿ ñ îäèíàêîâîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ, âûïîëíÿþò äíåâíóþ

íîðìó, ðàáîòàÿ ñ 10:00 äî 18:00. Ïåðåä íîâûì ðàáî÷èì äí¼ì îäíîãî èç ìàñòåðîâ óêóñèë çà

áî÷îê âîë÷îê, ÷òî ïîíèçèëî åãî ïðîèçâîäèòåëüíîñòü â ïîëòîðà ðàçà. Â 15:00 íîâîãî ðàáî÷åãî

äíÿ âòîðîé ìàñòåð çàìåòèë, ÷òî åãî íàïàðíèê ðàáîòàåò ìåäëåííåå, è ðåøèë óñêîðèòüñÿ.

Âî ñêîëüêî ðàç âòîðîé ìàñòåð äîëæåí óâåëè÷èòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, ÷òîáû îíè ñìîãëè

âûïîëíèòü ñâîþ äíåâíóþ íîðìó ê 18:00?
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�åøåíèå. Ïóñòü ñêîðîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîòû ó ðàáî÷èõ â ÷àñ ðàâíà v, à âñÿ ðàáîòà

ðàâíà 1, òîãäà îáû÷íûé ðàáî÷èé äåíü 8 ÷àñîâ è 8v+8v = 16v = 1. Çàìåäëèâøèñü â ïîëòîðà
ðàçà, ïåðâûé ðàáî÷èé âìåñòî 8v âûïîëíÿåò ðàáîòó ðàâíóþ

16

3
v, âòîðîé ðàáî÷èé çà 3 ÷àñà

âûïîëíèò ðàáîòó 3v. Ïóñòü x � âî ñêîëüêî ðàç äîëæåí áûñòðåå ðàáîòàòü âòîðîé ðàáî÷èé.

Òîãäà, çà îñòàâøèåñÿ 3 ÷àñà îí âûïîëíèò 3vx, ÷òî äîëæíî áûòü ðàâíî 3v + 8v − 16

3
v = 17

3
v.

Îò êóäà 3vx = 17

3
v, çíà÷èò x =

17

9
.

Îòâåò. Â

17

9
ðàç.

6.5. Ó íà÷èíàþùåãî èíâåñòîðà Åâäîêèìà åñòü 2 áàíêîâñêèõ ñ÷¼òà. Íà îäíîì èç íèõ

íàõîäèòñÿ 2024 ðóáëÿ, íà äðóãîì � 2025. Çà îäíó îïåðàöèþ Åâäîêèì ìîæåò ñíÿòü ïðî-

èçâîëüíóþ öåëóþ ñóììó ðóáëåé ñ îäíîãî èç ñ÷åòîâ è óâåëè÷èòü äðóãîé ñ÷¼ò ñ ïîìîùüþ

ñâîèõ ëè÷íûõ ñáåðåæåíèé íà ñóììó, â äâà ðàçà áîëüøóþ, ÷åì îí ñíÿë. Ìîæåò ëè îí òà-

êèìè îïåðàöèÿìè ïîëó÷èòü íà êàæäîì èç ñ÷åòîâ ïî ìèëëèîíó ðóáëåé?

�åøåíèå. Ïóñòü Åâäîêèì ñíÿë ñî ñ÷¼òà a ðóáëåé, òîãäà âòîðîé ñ÷¼ò óâåëè÷èòñÿ íà

2a, íî ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó äâóìÿ ñ÷åòàìè èçìåíèòñÿ íà 3a. �àçíîñòü ìåæäó

ñ÷åòàìè êàæäûé ðàç ìåíÿåòñÿ íà ÷èñëî, êðàòíîå òð¼ì, çíà÷èò îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3 ó

ðàçíîñòè ñ÷åòîâ íå ìåíÿåòñÿ. Èçíà÷àëüíî îñòàòîê ðàâåí 1, à ìû õîòèì, ÷òîáû îí ñòàë ðàâåí

0. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîå ñäåëàòü íå óäàñòñÿ.

Îòâåò. Íå ìîæåò.

6.6. Ó Ïåòè åñòü êëåò÷àòûé êâàäðàò 9 × 9. Çà îäíó îïåðàöèþ îí ìîæåò âûáðàòü

ëþáîé êëåò÷àòûé êâàäðàò è îáâåñòè åãî ãðàíèöó ðîçîâûì öâåòîì. Çà êàêîå íàèìåíüøåå

êîëè÷åñòâî îïåðàöèé Ïåòÿ ñìîæåò ñäåëàòü âñå ëèíèè ñåòêè êâàäðàòà ðîçîâûìè? Ïðîâî-

äèòü ëèíèè çà ïðåäåëàìè èñõîäíîãî êâàäðàòà çàïðåùåíî.

�åøåíèå. Îöåíêà. Âûäåëèì îòðåçêè äëèíû 1 òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Âñåãî

îòðåçêîâ 32, êàæäûé èç êâàäðàòîâ ìîæåò ïîêðûòü íå áîëåå, ÷åì 2 îòðåçêà, çíà÷èò êâàäðàòîâ

íå ìåíüøå, ÷åì 16.

Ïðèìåð. �àññìîòðèì óãëîâûå êâàäðàòû, ñîäåðæàùèå öåíòðàëüíóþ êëåòêó, îòëè÷íûå

îò èñõîäíîãî êâàäðàòà. Òàêèõ êâàäðàòîâ 16 (ïî 4 ñ êàæäîãî óãëà). Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî

êàæäûé îòðåçîê èñõîäíîãî êâàäðàòà ïîêðûò êàêèì-òî èç ýòèõ êâàäðàòîâ.
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7 êëàññ

7.1. Èñïîëüçóÿ 4 êîïèè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD, ìîæíî ñîñòàâèòü ëèáî êâàäðàò ñî

ñòîðîíîé 8 ñì, ëèáî êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 10 ñì, íî ñ êâàäðàòíîé äûðêîé (ñì. ðèñóíîê).

Íàéäèòå äëèíû îòðåçêîâ AB è AD.

�åøåíèå. Ñóììàðíàÿ ïëîùàäü ÷åòûð¼õ êîïèé ÷åòûð¼õóãîëüíèêà íà îáîèõ ðèñóíêàõ

îäèíàêîâà, ïîýòîìó ïëîùàäü äûðêè ðàâíà ðàçíîñòè ïëîùàäåé êâàäðàòîâ, ò.å. 102 − 82 =
36 = 62 ñì2

. Ñòîðîíà äûðêè ðàâíà ñòîðîíå AD, óêîðî÷åííîé íà äëèíó ñòîðîíû AB. Ñòîðîíà
ìåíüøåãî êâàäðàòà (íà ëåâîé êàðòèíêå) ðàâíà ñóììå äëèí ñòîðîí AD è AB. Ïîëó÷àåòñÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé:

{

AD − AB = 6 ñì,
AD + AB = 8 ñì,

ðåøåíèå êîòîðîé: AD = 7 ñì, AB = 1 ñì.

Îòâåò. AD = 7 ñì, AB = 1 ñì.

7.2. Ñåìü ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñòîÿò â ðÿä â íåêîòîðîì ïîðÿäêå.

Ñóììà òð¼õ ÷èñåë ñëåâà ðàâíà 18, ñóììà òð¼õ ÷èñåë ñïðàâà ðàâíà 29. ×åìó ðàâíî ÷èñëî

ïîñåðåäèíå?

Ïåðâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷èñëà çà x− 3, x− 2, x− 1, x, x+ 1, x+
2, x + 3 ñîîòâåòñòâåííî. Ñóììà âñåõ ñåìè ÷èñåë ðàâíà 7x, òî åñòü îíà äåëèòñÿ íà 7. Ñóììà
øåñòè óïîìÿíóòûõ â óñëîâèè ÷èñåë ðàâíà 18+29 = 47. Îñòàâøååñÿ ÷èñëî äîëæíî äîïîëíÿòü
ýòó ñóììó äî ÷èñëà, êðàòíîãî 7. Òîãäà îíî èìååò âèä 2+7k, ãäå k > 0 � öåëîå ÷èñëî. Ñóììà

âñåõ ÷èñåë áóäåò ðàâíà 49 + 7k, òîãäà x = 7 + k, íàèáîëüøåå ÷èñëî â íàáîðå ðàâíî 10 + k,
íàèìåíüøåå ðàâíî 4 + k. �àññìîòðèì íåñêîëüêî âàðèàíòîâ.

1) k = 0. ×èñëî ïîñåðåäèíå ðàâíî 2 + 7k = 2, íî íàèìåíüøåå ÷èñëî â íàáîðå ðàâíî

4 + k = 4. Ïðîòèâîðå÷èå.
2) k = 1. ×èñëî ïîñåðåäèíå ðàâíî 2 + 7k = 9. Òàêîå âîçìîæíî, íàïðèìåð, â ðàññòàíîâêå

5, 6, 7, 9, 8, 10, 11.
3) k > 2. ×èñëî ïîñåðåäèíå ðàâíî 2+7k, íî òåïåðü îíî áîëüøå íàèáîëüøåãî ÷èñëà 10+k,

òàê êàê 6k > 8. Ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé ñëó÷àé � âòîðîé, à èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî 9.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ñðåäè òð¼õ ëåâûõ ÷èñåë åñòü ÷èñëî, íå áîëüøåå 5, èíà÷å èõ ñóììà

áûëà áû íå ìåíüøå 6+7+8 = 21 > 18. Ñðåäè ïðàâûõ òð¼õ ÷èñåë åñòü ÷èñëî, íå ìåíüøåå 11,
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èíà÷å èõ ñóììà áûëà áû íå áîëüøå 10+9+8 = 27 < 29. Íî òàê êàê ÷èñëà ïîñëåäîâàòåëüíûå,
åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âàðèàíò � ÷èñëà îò 5 äî 11. Òîãäà ÷èñëî ïîñåðåäèíå ðàâíî (5 +
6 + 7 + 8 + 9 + 10 + 11)− 18− 29 = 9. Âîçìîæíàÿ ðàññòàíîâêà ÷èñåë � 5, 6, 7, 9, 8, 10, 11.

Îòâåò. Ïîñåðåäèíå ñòîèò ÷èñëî 9.

7.3. Âäîëü äîðîãè ðàñïîëîæåíî 4 äåðåâíè: À, Á, Â è � (èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå). �àñ-

ñòîÿíèå îò À äî Á ðàâíî 7,5 êì, à Â ðàñïîëîæåíà ïîñåðåäèíå ìåæäó Á è �. Òàêæå ìåæäó

Á è Â åñòü îáõîäíàÿ òðîïèíêà, ïî êîòîðîé èäòè âòðîå äîëüøå, ÷åì ïî ïðÿìîé. Â ïîëäåíü

èç äåðåâíè À â äåðåâíþ � âûøëè äâà òóðèñòà. Ïåðâûé òóðèñò, äîéäÿ äî Á, ïîø¼ë ïî òðî-

ïèíêå, à âòîðîé � ïî îñíîâíîé äîðîãå. Îêàçàâøèñü â Â, ïåðâûé âñïîìíèë, ÷òî çàáûë â À

âàæíóþ âåùü, è îòïðàâèëñÿ íàçàä â À ïî îñíîâíîé äîðîãå, âñòðåòèâ âòîðîãî òóðèñòà ïî-

ñåðåäèíå ìåæäó Á è Â. Â èòîãå ïåðâûé òóðèñò âåðíóëñÿ â À â òî æå âðåìÿ, êîãäà âòîðîé

äîø¼ë äî �. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò À äî � ïî äîðîãå. Ñêîðîñòè òóðèñòîâ íåèçìåííû.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì çà x ðàññòîÿíèÿ ìåæäó Á è Â, Â è �. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà

òðîïèíêè ðàâíà 3x. Òîãäà ïåðâûé òóðèñò âñåãî ïðîø¼ë 7, 5 + 3x + x + 7, 5 = 15 + 4x êì, à

çà òî æå ñàìîå âðåìÿ âòîðîé ïðîø¼ë 7, 5 + x + x = 7, 5 + 2x êì, ÷òî ðîâíî âäâîå ìåíüøå,

÷åì 15 + 4x, òî åñòü ïåðâûé òóðèñò èìååò âäâîå áîëüøóþ ñêîðîñòü. Äî èõ âñòðå÷è òóðèñòû

ïðîøëè ñîîòâåòñòâåííî 7, 5 + 3x + 0, 5x = 7, 5 + 3, 5x è 7, 5 + 0, 5x êì. Ñîñòàâèâ óðàâíåíèå

7, 5 + 3, 5x = 2(7, 5 + 0, 5x), íàõîäèì x = 3 êì. Òîãäà èñêîìîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 7, 5 + 2x =
13, 5 êì.

Îòâåò. Îò À äî � 13, 5 êì.

7.4. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî åäèíèö ìîæåò îêàçàòüñÿ âìåñòî çâ¼çäî÷åê â çàïèñè

äåâÿòèçíà÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ÂÓÇÀÊ× 2025 = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗?

Â äàííîé çàïèñè áóêâàì Â, Ó, Ç, À, Ê ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå öè�ðû.

�åøåíèå. Îöåíêà. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî 2025 äåëèòñÿ íà 9 è íà 25, à çíà÷èò è èñêîìîå

ïðîèçâåäåíèå � òîæå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêàìè äåëèìîñòè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðîèçâåäå-

íèå äîëæíî îêàí÷èâàòüñÿ íà 00, 25, 50 èëè 75, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � èìåòü ñóììó öè�ð,

äåëÿùóþñÿ íà 9. Åäèíèö íå áîëüøå ñåìè (ïîñëåäíèå äâå öè�ðû � îòëè÷íû îò 1). Åñëè èõ

ðîâíî 7, òî ìîæíî íàéòè ñóììó öè�ð äëÿ âñåõ ÷åòûð¼õ êîíöîâîê: 7+0 = 7, 7+7 = 14, 7+5 =
12, 7 + 12 = 19. Íè îäíà èç ñóìì íå äåëèòñÿ íà 9. Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíèö íå áîëüøå 6.

Ïðèìåð. Øåñòü åäèíèö âîçìîæíî, íàïðèìåð, â ïðèìåðå 54870× 2025 = 111111750.

Îòâåò. 6 åäèíèö.

Çàìå÷àíèå. Ïîäîáðàòü ïðèìåð ìîæíî, íàïðèìåð, âûïîëíèâ äåëåíèå ñòîëáèêîì, ïðåä-

ïîëîæèâ, ÷òî ÷èñëî íà÷èíàåòñÿ ñ 6 åäèíèö, òàêèì îáðàçîì:
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Òàê êàê ïîñëåäíèé îñòàòîê ABZ � òð¼õçíà÷åí, òî åäèíñòâåííûé ñïîñîá ïîäåëèòü íàöåëî

� ñäåëàòü ABZ = 0, òîãäà ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ÷àñòíîãî C = 0, à â äåëèìîì XY Z = 750.
Êðîìå òîãî, 6 åäèíèö ïîëó÷àåòñÿ åù¼ â 2 ñëó÷àÿõ:

56845× 2025 = 115111125,

55166× 2025 = 111711150,

íî â êàæäîì èç íèõ â ÷èñëå ÂÓÇÀÊ ïîâòîðÿþòñÿ öè�ðû.

7.5. Äâà òðåóãîëüíèêà íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè äðóã äðóãó, åñëè èìåþò îäèíàêîâûé íà-

áîð óãëîâ ïî èõ âåëè÷èíå. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîé íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàç-

ðåçàòü íà òðè òðåóãîëüíèêà, äâà èç êîòîðûõ ïîäîáíû èñõîäíîìó, à òðåòèé � íåò?

�åøåíèå. Ïóñòü äàí òðåóãîëüíèê ABC, ïðè÷¼ì ∠A > ∠B > ∠C. Ïîñòàâèì íà ñòîðîíå

BC òî÷êó D òàê, ÷òîáû ∠BAD = ∠C (òàêàÿ òî÷êà åñòü, òàê êàê óãîë A áîëüøå óãëà C).
Íà ñòîðîíå AC îòìåòèì òî÷êó E òàê, ÷òî DE ‖ AB. Òðåóãîëüíèê BAD ïîäîáåí èñõîäíîìó:

óãîë B � îáùèé, óãîë BAD ðàâåí óãëó C, à îñòàâøèåñÿ óãëû ðàâíû, èñõîäÿ èç ñóììû óãëîâ

òðåóãîëüíèêà (îíà âñåãäà ðàâíà 180◦). Òðåóãîëüíèê CDE òîæå ïîäîáåí èñõîäíîìó: óãîë C �

îáùèé, óãëû CDE è B ðàâíû, êàê ñîîòâåòñòâåííûå ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, è èç ñóììû

óãëîâ òðåóãîëüíèêà óãîë DEC ðàâåí óãëó A. Çàìåòèì, ÷òî â òðåóãîëüíèêå ADE âûïîëíåíî

∠DEA = 180◦ − ∠DEC = ∠B + ∠C. Åñëè èñõîäíûé òðåóãîëüíèê íå ïðÿìîóãîëüíûé, òî

ýòà ñóììà íå ðàâíà íè îäíîìó èç åãî óãëîâ, ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê ADE íå áóäåò åìó

ïîäîáåí.

Åñëè æå èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé, òî äàííîå ðàçðåçàíèå íå ïîäõîäèò (ëåã-

êî ïðîâåðèòü, ÷òî è äðóãèå óãëû òðåóãîëüíèêà ADE ðàâíû óãëàì èñõîäíîãî). Ïðèäóìàåì

äðóãîå ðàçðåçàíèå. Ïîñòàâèì òî÷êó D íà BC òàê, ÷òî ∠DAC = ∠C. È ñíîâà òî÷êà E íà AC
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òàêîâà, ÷òî DE ‖ AB. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâåííûå óãëû DEC è A áóäóò ïðÿìûìè. Èç ïî-

ñòðîåíèÿ äâà óãëà òðåóãîëüíèêà CAD ðàâíû, ò.å. îí ðàâíîáåäðåííûé, à DE â í¼ì � âûñîòà

è ìåäèàíà. Òîãäà òðåóãîëüíèêè ADE è CDE ðàâíû, à êðîìå òîãî � ïîäîáíû èñõîäíîìó (â

òðåóãîëüíèêàõ CDE è ABC óãîë C � îáùèé, óãîë DEC � ïðÿìîé, è òðåòüè óãëû ðàâíû èç

ñóììû óãëîâ òðåóãîëüíèêà). Êðîìå òîãî, ∠BAD = 90◦ − ∠C = ∠B, ò.å. òðåóãîëüíèê BAD
ñîäåðæèò äâà ðàâíûõ óãëà, ò.å. çàâåäîìî íå ïîäîáåí èñõîäíîìó.

Îòâåò. Âåðíî.

7.6. Èç 100 îäèíàêîâûõ êàðòîííûõ êâàäðàòèêîâ âûëîæåíà êëåò÷àòàÿ �èãóðà � êâàä-

ðàò 10 × 10, åãî ïåðèìåòð ðàâåí 40 êëåòêàì. Çà õîä ìîæíî óáðàòü îäèí êâàäðàòèê òàê,

÷òîáû ïåðèìåòð �èãóðû íå èçìåíèëñÿ. Ïðè ýòîì íåëüçÿ äåëàòü "äûðêè"(èõ ïåðèìåòð

ó÷èòûâàåòñÿ â ïåðèìåòðå �èãóðû), è �èãóðà íå äîëæíà ðàçâàëèâàòüñÿ íà íå ñâÿçàííûå

äðóã ñ äðóãîì ÷àñòè (êëåòêè ñâÿçûâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì ñòîðîíàìè, ñâÿçü ïî âåðøèíå íå

ó÷èòûâàåòñÿ). Õîäû äåëàþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü ïî âûøåèçëîæåí-

íûì ïðàâèëàì. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî õîäîâ ìîæåò áûòü ñäåëàíî?

�åøåíèå. Îöåíêà. Ïåðâûé ñïîñîá. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êëåòêè � âåðøèíû ãðà�à,

à êëåòêè, ñîñåäíèå ïî ñòîðîíå êâàäðàòà, ñîåäèíåíû ðåáðîì. Òîãäà â èñõîäíîì ãðà�å ðîâíî

100 âåðøèí, à ð¼áåð � ïî 9 â êàæäîì èç 10 âåðòèêàëüíûõ è 10 ãîðèçîíòàëüíûõ ðÿäîâ

êëåòîê, ò.å. 180. Óñëîâèå çàäà÷è îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ óáèðàåìàÿ êëåòêà-âåðøèíà äîëæíà

áûòü ñîåäèíåíà ñ îñòàâøåéñÿ ÷àñòüþ ãðà�à ðîâíî äâóìÿ ð¼áðàìè � äâå å¼ ñòîðîíû èñ÷åçíóò,

à äâå ñòîðîíû, ÷åðåç êîòîðûå øëî ðåáðî, äîáàâÿòñÿ ê ïåðèìåòðó. Ñëåäîâàòåëüíî, çà îäèí

õîä êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðà�à óìåíüøàåòñÿ íà 1, à ð¼áåð � íà 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðà�

äîëæåí îñòàâàòüñÿ ñâÿçíûì, ò.å. ð¼áåð äîëæíî áûòü íå ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî âåðøèí

ìèíóñ 1. Èçíà÷àëüíî æå ð¼áåð áîëüøå, ÷åì âåðøèí, íà 80. Ñëåäîâàòåëüíî, íåëüçÿ óáðàòü

áîëåå 81 êëåòêè.

Âòîðîé ñïîñîá. �àññìîòðèì âåðõíèé ðÿä êëåòîê. Íåâîçìîæíî óáðàòü âñå 10 êëåòîê èç

íåãî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì êëåòêó, êîòîðàÿ áûëà áû óáðàíà ïîñëåäíåé: ó íåå óæå íåò

ñîñåäåé íè ñâåðõó, íè ñëåâà, íè ñïðàâà, ò.å. ïðè å¼ óáèðàíèè èñ÷åçíåò íå ìåíåå 3 ñòîðîí, à

äîáàâèòñÿ íå áîëåå 1, ò.å. ïåðèìåòð èçìåíèòñÿ. Àíàëîãè÷íî è ñ äðóãèìè ñòîðîíàìè. Ñëåäî-

âàòåëüíî, îñòàâøèåñÿ êëåòêè âñåãäà îáðàçóþò ñâÿçíóþ �èãóðó, ïî êëåòêàì êîòîðîé ìîæíî

äîáèðàòüñÿ îò ëþáîé èç ãðàíèö èñõîäíîãî êâàäðàòà äî ëþáîé äðóãîé. Íà÷í¼ì ñ ëþáîé êëåò-

êè, ïîêðàñèâ å¼ â êðàñíûé, è äîéä¼ì äî êàæäîé èç ãðàíèö êâàäðàòà. Êàæäûé ðàç, êîãäà

ìû âïåðâûå îêàæåìñÿ â êàêîì-ëèáî ñòîëáöå èëè êàêîé-ëèáî ñòðî÷êå, ïîêðàñèì êëåòêó â

êðàñíûé. Îäíîâðåìåííî îêàçàòüñÿ â íîâîì ñòîáöå è ñòðî÷êå íåëüçÿ � õîäû ïàðàëëåëüíû

8



ñòîðîíàì êâàäðàòà. Ñëåäîâàòåëüíî, 9 íîâûõ ñòðîê è 9 íîâûõ ñòîëáöîâ äàäóò ðîâíî 18 êðàñ-

íûõ êëåòîê. Ïëþñ ñòàðòîâàÿ � 19. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ îñòàâøàÿñÿ �èãóðà ñîäåðæèò íå

ìåíåå 19 êëåòîê, à óáðàíî íå áîëåå 100 � 19 = 81.

Ïðèìåð. Ìîæíî óáðàòü 81 êëåòêó â âèäå ëåâîãî âåðõíåãî êâàäðàòà 9× 9, óáèðàÿ èõ ïî
ñòðîêàì ñâåðõó âíèç, à â êàæäîé ñòðîêå � ñëåâà íàïðàâî. Òîãäà îñòàâøàÿñÿ �èãóðà ïîñëå

ëþáîãî õîäà áóäåò èìåòü �îðìó ëåñåíêè, à å¼ ïåðèìåòð âñåãäà ðàâåí ïåðèìåòðó èñõîäíîãî

êâàäðàòà. Ïðèìåð òàêîé ëåñåíêè íà ðèñóíêå (ïîñëå 38 õîäîâ).

Îòâåò. 81 õîä.
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8 êëàññ

8.1. Íà ëèíèè êîëüöåâîãî ìàðøðóòà êóðñèðóþò íåñêîëüêî àâòîáóñîâ. Îíè õîäÿò ðàâ-

íîìåðíî, òî åñòü íà êàæäóþ èç îñòàíîâîê ïðèõîäÿò ÷åðåç îäíî è òî æå âðåìÿ. Íî â

ñóááîòó íà ëèíèè íà äâà àâòîáóñà ìåíüøå, ÷åì â áóäíè, ïîýòîìó ýòî âðåìÿ áîëüøå ðîâíî

íà 2 ìèíóòû. Â âîñêðåñåíüå ñíèìàþò åù¼ îäèí àâòîáóñ, è èíòåðâàë óâåëè÷èâàåòñÿ åù¼

íà 1 ìèíóòó 20 ñåêóíä. Ñêîëüêî àâòîáóñîâ íà ëèíèè â ðàáî÷èé äåíü? Îòâåò îáîñíóéòå.

�åøåíèå. Ïóñòü â áóäíè íà ëèíèè êóðñèðóþò n àâòîáóñîâ, è ïóñòü îíè õîäÿò ñ èíòåð-

âàëîì x ìèíóò. Òîãäà êàæäûé àâòîáóñ ïîëíîñòüþ ïðîõîäèò êðóã çà âðåìÿ nx. Àíàëîãè÷-
íûé ïîäñ÷¼ò ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñóááîòó âðåìÿ àâòîáóñà íà ïðîõîæäåíèå êðóãà ñîñòàâëÿåò

(n − 2)(x + 2), à â âîñêðåñåíüå (n − 3)

(

x+ 3
1

3

)

ìèíóò. Òàê êàê íè äëèíà ìàðøðóòà, íè

ñêîðîñòè àâòîáóñîâ íå ìåíÿþòñÿ, ýòî âðåìÿ îäíî è òî æå äëÿ âñåõ äíåé, ñëåäîâàòåëüíî, ìû

èìååì ñèñòåìó







nx = (n− 2)(x+ 2),

nx = (n− 3)

(

x+ 3
1

3

)

.

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è óïðîùåíèé ýòà ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

{

n− x = 2,
10n− 9x = 30.

Å¼ ðåøåíèå åäèíñòâåííî: n = 12, x = 10. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ëèíèè â áóäíè êóðñèðóþò 12

àâòîáóñîâ, à èíòåðâàë äâèæåíèÿ ñîñòàâëÿåò 10 ìèíóò.

Îòâåò. 12 àâòîáóñîâ.

8.2. Ïåòÿ ñ÷èòàåò ÷èñëî êðóãëûì, åñëè îíî äåëèòñÿ íà 100, íå î÷åíü áîëüøèì, åñëè îíî
÷åòûð¼õçíà÷íîå, è òðèæäû êâàäðàòíûì, åñëè îíî 1) êâàäðàò ÷èñëà; 2) ñóììà åãî öè�ð �

êâàäðàò ÷èñëà; 3) ñóììà åãî öè�ð áåç ïîñëåäíåé � êâàäðàò ÷èñëà. Íàéäèòå âñå íåêðóãëûå,

íå î÷åíü áîëüøèå, òðèæäû êâàäðàòíûå ÷èñëà è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü abcd = k2
íå êðóãëîå, íå î÷åíü áîëüøîå, òðèæäû êâàäðàòíîå

÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî (a, b, c, d � åãî öè�ðû). Òîãäà a + b+ c = n2
, a + b+ c + d = m2

äëÿ

íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è n, ïðè÷¼ì m2−n2 = d 6 9, îòêóäà m 6 5. Ïðè ýòîì d 6= 0
(èíà÷å c = 0 è ÷èñëî abcd ñòàíîâèòñÿ êðóãëûì). Çíà÷èò, m > n. Êðîìå òîãî, d � ïîñëåäíÿÿ

öè�ðà êâàäðàòà íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ïîýòîìó ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ 1, 4, 5, 6

è 9. Îñòàþòñÿ âñåãî äâå âîçìîæíîñòè. 1) m = 3, n = 2, d = 5; 2) m = 5, n = 4; d = 9.
�àññìîòðèì îáå.

1)m = 3, n = 2, d = 5. Òîãäà ÷èñëî k îêàí÷èâàåòñÿ öè�ðîé 5, à åãî êâàäðàò � äâóçíà÷íûì

÷èñëîì 25. Òîãäà c = 2, à a+ b+ c = 4, ïîýòîìó a+ b = 2. Èç ÷èñåë 2025 è 1125 òîëüêî ïåðâîå
ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì (÷èñëà 45).

2) m = 5, n = 4; d = 9. Òîãäà a + b + c = 16. abc9 = k2
äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî

k. Çíà÷èò, k � äâóçíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ ïîñëåäíåé öè�ðîé 3 èëè 7. Òî åñòü èëè

k = 10s + 3, èëè k = 10s + 7 (s � öè�ðà äåñÿòêîâ). Òàê êàê k2
� ÷èñëî ÷åòûð¼õçíà÷íîå,
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s > 3 Äàëåå, âñÿêîå ÷èñëî ïðè äåëåíèè íà 9 äà¼ò òîò æå îñòàòîê, ÷òî è ñóììà åãî öè�ð.

Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî k2
ïðè äåëåíèè íà 9 äàñò òîò æå îñòàòîê, ÷òî è ÷èñëî 25, òî åñòü 7.

Ïåðåáîðîì âñåõ k îò 0 äî 9, íàõîäèì, ÷òî ÷èñëî k ïðè äåëåíèè íà 9 äîëæíî äàâàòü îñòàòîê

4 èëè 5. Çíà÷èò, ýòîò îñòàòîê äàñò è ÷èñëî k − 9s. Ïîñëåäíåå ÷èñëî ëèáî s + 3, ëèáî s + 7.
Òàê êàê 3 6 s 6 9, 6 6 s+ 3 6 12, è íè îäíî òàêîå ÷èñëî ïðè äåëåíèè íà 9 íóæíîãî îñòàòêà
íå äàñò. Àíàëîãè÷íî, 10 6 s+ 7 6 16. Íóæíûå îñòàòêè äàþò ÷èñëà s = 6 è s = 7. Ïîëó÷àåì
äâà ÷èñëà 672 = 4489 è 772 = 5929. Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî îáà ÷èñëà ãîäÿòñÿ.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî N = n2
, åãî ñóììà öè�ð ðàâíà S = s2, à

ïîñëåäíÿÿ öè�ðà � q. Îáîçíà÷èì òàêæå P = S − q, p =
√
P . Îòìåòèì, ÷òî èç òîãî, ÷òî N

÷åòûð¼õçíà÷íîå, ñëåäóåò, ÷òî n > 32. Â ÷àñòíîñòè, P = p2 > 1 ïîñêîëüêó â ïðîìåæóòêå îò
1000 äî 1009 êâàäðàòîâ íåò.

Äàëåå, q = S − P = s2 − p2 = (s − p)(s + p) > 0, òàê êàê ÷èñëî N íå êðóãëîå. Òàêèì

îáðàçîì, q � ÷èñëî îò 1 äî 9 � ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ÷èñåë îäíîé ÷¼òíîñòè.

Åñëè s − p > 1, òî s − p íå ìåíüøå äâóõ, s + p < 9/2, çíà÷èò s + p íå áîëüøå ÷åòûð¼õ, òî

åñòü p = 1, ÷òî, êàê îòìå÷åíî âûøå, íåâîçìîæíî. Èòàê, s− p = 1 è q = 1 · (s + p) = 2p + 1.
Ïîñêîëüêó p > 1, q 6 9, òî p = 2, 3 èëè 4.

p = 2, P = 4, q = 5. Ïîñêîëüêó P = 4, òî N < 4096, îòêóäà 32 < N 6 63. Ïðè ýòîì. òàê

êàê S = 9, çíà÷èò N = n2
äåëèòñÿ íà 9 è 5, òî åñòü n äåëèòñÿ íà 15, íî N íåêðóãëîå, îòêóäà

n íå äåëèòñÿ íà 2. Â ñèëó 32 6 n 6 63 îñòàåòñÿ ëèøü n = 45 è ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

N = 2025 óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì çàäà÷è.

p = 3, P = 9, q = 7. Ïîñëåäíÿÿ öè�ðà 7 â äåñÿòè÷íîé çàïèñè íèêàêîãî êâàäðàòà ÷èñëà

íåâîçìîæíà, çíà÷èò è ðåøåíèé â ýòîì ñëó÷àå íåò.

p = 4, P = 16, q = 9. Ïîñêîëüêó n äâóçíà÷íî, òî äëÿ íåêîòîðîãî 3 6 k 6 10 èìååì

N2 = (10k± 3)2. ×èñëî N2
, êàê è S = 16+ 9 = 25, èìååò îñòàòîê 7 ïðè äåëåíèè íà 9, îòêóäà

òîò æå îñòàòîê èìååò (k± 3)2, çíà÷èò k± 3 èìååò îñòàòîê 4 èëè 5 ïðè äåëåíèè íà 9. Òåïåðü,
âîñïîëüçîâàâøèñü 3 6 k 6 10 ïðè âûáîðå k + 3, ïîëó÷àåì, ÷òî k = 10 è N = 103 > 99, ÷òî
íåâîçìîæíî. Ïðè âûáîðå k − 3 îñòàòîê 4 èëè 5 áóäåò ëèøü ñ k − 3 = 4, òî åñòü k = 7, è ñ

k−3 = 5, òî åñòü k = 8, îòêóäà èëè n = 10k−3 = 67 è N = n2 = 4489, èëè n = 10k−3 = 77 è
N = n2 = 5929. Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå óñëîâèÿ çàäà÷è âûïîëíåíû èâ òîì è â äðóãîì

âàðèàíòå.

Îòâåò. 2025, 4489, 5929.

8.3. Êâàäðàò ïëîùàäè 1 ðàçðåçàëè ïî âîñüìè îòðåçêàì, ñîåäèíÿþùèì âåðøèíû êâàäðà-

òà ñ ñåðåäèíàìè íåñìåæíûõ èì ñòîðîí. Êâàäðàò ðàñïàëñÿ íà ìíîãîóãîëüíèêè. Íàéäèòå

ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà, ñîäåðæàùåãî öåíòð êâàäðàòà. Îòâåò îáîñíóéòå.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ðàçðåçàåìûé êâàäðàò êàê ABCD è ïðîâåä¼ì â í¼ì îáå ñðåäíèå

ëèíèè EF ‖ BC è GH ‖ AB � ñì. ðèñóíîê. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðîâåä¼ííûå ðàçðåçû

ïåðåñåêóòñÿ èìåííî íà ñðåäíèõ ëèíèÿõ. Ìíîãîóãîëüíèê, ñîäåðæàùèé öåíòð êâàäðàòà � òî÷-

êó O, � ÿâëÿåòñÿ âîñüìèóãîëüíèêîì, ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî îáåèõ åãî ñðåäíèõ ëèíèé.

Ïóñòü K � âåðøèíà ýòîãî âîñüìèóãîëüíèêà, ëåæàùàÿ íà îòðåçêå GO. Òàê êàê îòðåçîê GK

� ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà BCF , GK =
1

2
CF =

1

2
GO, òî åñòü GK = KO. Àíàëîãè÷íî

11



EL = LO, ãäå L � âåðøèíà âîñüìèóãîëüíèêà, ëåæàùàÿ íà îòðåçêå EO. Â ñèëó ñèììåò-

ðèè íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ïëîùàäü òîé ÷åòâåðòè âîñüìèóãîëüíèêà, êîòîðàÿ ðàñïîëàãàåòñÿ

áëèæå ê âåðøèíå B, òî åñòü â êâàäðàòå EBGO. �àññìîòðèì ýòîò êâàäðàò îòäåëüíî. Â òðå-

óãîëüíèêå EGO îòðåçêè EK è GL� ìåäèàíû. Ïðîâåä¼ì òðåòüþ åãî ìåäèàíó � îòðåçîêMB.
Òðè ìåäèàíû ëþáîãî òðåóãîëüíèêà äåëÿò åãî íà 6 òðåóãîëüíèêîâ ðàâíîé ïëîùàäè, âîñüìè-

óãîëüíèê ïîêðûâàåò ðîâíî äâå èç íèõ, òî åñòü ïîêðûâàåò òðåòü ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà, èëè

1/6 ïëîùàäè êâàäðàòà EBGO. Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü îäíîé ÷åòâåðòè âîñüìèóãîëüíèêà

ðàâíà

1

6
SEBGO =

1

24
SABCD =

1

24
, à ïëîùàäü âñåãî âîñüìèóãîëüíèêà â 4 ðàçà áîëüøå.

Îòâåò.

1

6
.

A

E
E

B
B

G GC

F
O

O

DH

K
K

LL

M
8.4. Âûìûøëåííàÿ øàõìàòíàÿ �èãóðà êåíãó-

ðó õîäèò â ÷åòûð¼õ íàïðàâëåíèÿõ (âïðàâî íà 2
ââåðõ íà 1, âëåâî íà 2 ââåðõ íà 1, âïðàâî íà 2 âíèç
íà 1 è âëåâî íà 2 âíèç íà 1), íî çà îäèí õîä ìî-

æåò äåëàòü íåñêîëüêî ïðûæêîâ â âûáðàííîì íà-

ïðàâëåíèè (ñì. ðèñóíîê).

Íàçîâåì ðàññòàíîâêó íà ïóñòîé äîñêå íåñêîëü-

êèõ êåíãóðó (âîçìîæíî, íè îäíîãî) ìèðíîé, åñëè

íè îäíî êåíãóðó íå ñòîèò ïîä áîåì äðóãîãî. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ

ìèðíûõ ðàññòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

ê óñëîâèþ 8.4 ê ðåøåíèþ 8.4.

�åøåíèå. �àñêðàñèì äîñêó â 4 öâåòà, êàê íà ðèñóíêå, è çàìåòèì, ÷òî êåíãóðó ïðè ñâî¼ì

õîäå íå ìåíÿåò öâåò ïîëÿ, íà êîòîðîì ñòîèò (â ýòîì ñìûñëå êåíãóðó ïîäîáåí øàõìàòíîìó

ñëîíó). Òàêèì îáðàçîì, âñå êåíãóðó äåëÿòñÿ íà 4 òèïà ïî öâåòó ñâîåãî ïîëÿ: áåëîïîëüíûå,

êðàñíîïîëüíûå, ñèíåïîëüíûå è æ¼ëòîïîëüíûå. Â ñèëó ñèììåòðèè ÷èñëî ìèðíûõ ðàññòàíîâîê

îäíîöâåòíûõ êåíãóðó îäíî è òî æå, ïóñòü îíî ðàâíî n. Òàê êàê ëþáîé ðàññòàíîâêå êåíãóðó
îäíîãî öâåòà êåíãóðó äðóãèõ öâåòîâ ìîæíî ðàññòàâèòü âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè, îáùåå

÷èñëî ìèðíûõ ðàññòàíîâîê áóäåò ðàâíî n4
, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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8.5. à) Íà ïðÿìîé îòëîæåíû 2025 îòðåçêîâ òàê, ÷òî ëþáûå äâà èç íèõ èìåþò îáùóþ

òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì; (3 áàëëà)

á) Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 2025 äóã, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìåíüøå òðåòè îêðóæíîñòè

è òàêèõ, ÷òî ëþáûå äâå äóãè èìåþò îáùóþ òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ òî÷êà, îáùàÿ

äëÿ âñåõ äóã; (3 áàëëà)

â) Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ðàçìåùåíû 2025 êðóãîâ òàê, ÷òî ëþáûå äâà èç íèõ

èìåþò îáùóþ òî÷êó ñ êàêîé-òî ïàðàëëåëüíîé îñè OX ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü ïà-

ðàëëåëüíàÿ OX ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ îáùóþ òî÷êó ñ êàæäûì èç 2025 êðóãîâ; (2 áàëëà)

ã) 2025 êðóãîâ ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî èç ëþáîé òî÷êè âñå îíè, êðîìå, áûòü ìîæåò,

îäíîãî âèäíû ïîä óãëîì, ìåíüøèì 60◦. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ êðóãîâ íàéäåò-

ñÿ ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ îáùóþ òî÷êó ñ êàæäûì èç ýòèõ ÷åòûð¼õ êðóãîâ. Äîêàæèòå, ÷òî

íàéä¼òñÿ ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ îáùóþ òî÷êó ñ êàæäûì èç ýòèõ 2025 êðóãîâ. (6 áàëëîâ)

�åøåíèå. Ïóñòü N = 2025.
à) �àññìîòðèì 2025 îòðåçêîâ [ai, bi]. Ñðåäè âñåõ èõ ëåâûõ êîíöîâ, à èõ êîíå÷íîå ÷èñëî,

ðàññìîòðèì ñàìûé ïðàâûé, ïóñòü ýòî aΠ, ñðåäè âñåõ èõ ïðàâûõ êîíöîâ ðàññìîòðèì ñàìûé

ëåâûé, ïóñòü ýòî bΛ.
Ïîêàæåì, ÷òî aΠ 6 bΛ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èíäåêñû Π è Λ ñîâïàäàþò, òî aΠ 6 bΛ,

òàê êàê ýòè êîíöû îáðàçóþò îäèí èç N îòðåçêîâ. Åñëè æå èíäåêñû Π è Λ ðàçëè÷íû, òî

ïî ïîñòðîåíèþ aΛ 6 aΠ, bΛ 6 bΠ, à îòðåçêè [aΠ, bΠ], [aΛ, bΛ] èìåþò îáùóþ òî÷êó c, îòêóäà
aΠ 6 c 6 bΛ. Èòàê, è â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå, ïîêàçàíî aΠ 6 bΛ.

Òåïåðü, â ñèëó aΠ 6 bΛ, ïî ïîñòðîåíèþ ýòèõ òî÷åê, äëÿ ëþáûõ íîìåðîâ i, âûïîëíåíî è
ai 6 aΠ 6 bΛ 6 bi, â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà aΠ ïðèíàäëåæèò âñåì îòðåçêàì.

á) Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî åñòü òî÷êà íà îêðóæíîñòè, íå ïîïàâøàÿ íè â îäíó èç äóã. �àñ-

ñìîòðèì âñåâîçìîæíûå N äóã, ïóñòü ñàìàÿ äëèííàÿ èç íèõ èìååò öåíòðàëüíûé óãîë 2K
ãðàäóñîâ. Ïî óñëîâèþ, 2K < 120. Ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó äóãó (èëè îäíó èç íèõ, åñëè èõ

íåñêîëüêî) íàçîâåì äëèííîé, îòìåòèì öåíòðàëüíóþ òî÷êó äëèííîé äóãè êàê O. Ïîêàæåì,
÷òî äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíàÿ åé òî÷êà, ïóñòü A, íå ïðèíàäëåæèò íèêàêîé äóãå. Ëþ-
áàÿ äóãà, åñëè ñîäåðæèò è òî÷êó A, è íåêîòîðóþ îáùóþ òî÷êó èç äëèííîé äóãè, òî ñîäåðæèò

è âñþ äóãó ìåæäó íèìè, äóãó, öåíòðàëüíûé óãîë êîòîðîé íå ìåíüøå 180 −K > 120 ãðàäó-
ñîâ. Ïîñêîëüêó ñàìàÿ äëèííàÿ èç N äóã èìååò öåíòðàëüíûé óãîë ìåíüøå, òî ëþáàÿ äóãà

ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ äëèííîé, íå ìîæåò ñîäåðæàòü òî÷êó A. Çíà÷èò è âñå N äóã òàêîâû è íå

ñîäåðæàò òî÷êó A.
Ëþáóþ òî÷êó ëþáîé èç ýòèõ äóã ìîæíî ïîëó÷èòü èç O ïîâîðîòîì íà óãîë îò −180 äî 180

ãðàäóñîâ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, íàçîâåì òàêîå ÷èñëî óãëîì òî÷êè. Ó ëþáîé äóãè äóãè ñîïîñòà-

âèì óãîë êàæäîé åå òî÷êå, òåì ñàìûì äëÿ êàæäîé äóãè ìû ïîëó÷èì ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà

[−180, 180]. Ïîñêîëüêó íè îäíà èç ýòèõ äóã íå ñîäåðæèò òî÷êó A, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ òî÷êå O, òî ãðàäóñíàÿ ìåðà âñåõ ýòèõ óãëîâ ïî ìîäóëþ ìåíüøå 180, çíà÷èò è ýòî

ïîäìíîæåñòâî òàêæå áóäåò îòðåçêîì. Òåïåðü íå òîëüêî êàæäîé ãðàäóñíîé ìåðå â èíòåðâàëå

îò −180 äî 180 ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíà òî÷êà, òî÷êà, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü èç O ïî-

âîðîòîì íà òàêîå ÷èñëî ãðàäóñîâ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, íî è êàæäîé èç N äóã ñîîòâåòñòâóåò

åäèíñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî-îòðåçîê, è îí ëåæèò â èíòåðâàëå îò −180 äî 180.
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Ïî óñëîâèþ ëþáûå äâå äóãè ïåðåñåêàþòñÿ, òî åñòü èìåþò îáùóþ òî÷êó. Ýòîé òî÷êå (êàê

òî÷êå, îòëè÷íîé îò A) ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé óãîë, çíà÷èò ïîäìíîæåñòâà-îòðåçêè ýòèõ
äóã òàêæå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùèé ïóíêò, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ïîäìíîæåñòâà-

îòðåçêè âñåõ äóã èìåþò îáùåå ÷èñëî-óãîë (èç èíòåðâàëà îò −180 äî 180), à çíà÷èò ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ýòîìó öåíòðàëüíîìó óãëó òî÷êà îêðóæíîñòè ïðèíàäëåæèò âñåì äóãàì, ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

â) Äëÿ êàæäîãî êðóãà ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïàðàëëåëüíûå îñè OX ïðÿìûå, èìåþ-

ùèå îáùóþ òî÷êó ñ ýòèì êðóãîì. Êàæäàÿ òàêàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò OY ðîâíî â îäíîé òî÷êå,

à âñå òàêèå ïðÿìûå â ïåðåñå÷åíèè ñ OY îáðàçóþò îòðåçîê. Íàçîâåì ýòîò îòðåçîê îáðàçîì

êðóãà.

Ïî óñëîâèþ, äëÿ ëþáîé ïàðû êðóãîâ íàéäåòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ îñè OX ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ ïî

îáùåé òî÷êå ñ êàæäûì èç ýòèõ äâóõ êðóãîâ. Òîãäà è îáðàçû ëþáîé ïàðû êðóãîâ èìåþò îáùóþ

òî÷êó. Ïîñêîëüêó ýòè îáðàçû � îòðåçêè, è êàæäàÿ ïàðà îòðåçêîâ èìååò îáùóþ òî÷êó, òî, â

ñèëó ïåðâîãî ïóíêòà, íàéäåòñÿ òî÷êà, îáùàÿ äëÿ âñåõ îòðåçêîâ-îáðàçîâ. Çíà÷èò ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç ýòó òî÷êó ïàðàëëåëüíî îñè OX ïðÿìàÿ èìååò îáùóþ òî÷êó ñ êàæäûì èç êðóãîâ.

ã) Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü êðóã, ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó îêðóæíîñòü íàçîâåì îñîáîé. Îò-

ìåòèì íà îñîáîé îêðóæíîñòè òî÷êó P. Òåïåðü äëÿ ëþáîé ïðÿìîé ïðîâåäåì ÷åðåç P ïàðàë-

ëåëüíóþ åé ïðÿìóþ, à çàîäíî îòìåòèì è âòîðóþ òî÷êó (ïîìèìî P ) ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé
ñ îêðóæíîñòüþ (åñëè ïðîâåäåííàÿ ïðÿìàÿ îêàçàëàñü êàñàòåëüíîé, çíà÷èò åå îáðàç � ñàìà

P ). Íàçîâåì ýòó âòîðóþ òî÷êó ¾îñîáîé¿ äëÿ ðàññìîòðåííîé ïðÿìîé.

�àññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü ïàðó êðóãîâ, à ñ íåé è âñåâîçìîæíûå ïðÿìûå, èìåþùèå îáùèå

òî÷êè ñ ýòèìè êðóãàìè. Ýòèì ïðÿìûì ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ äóãà íà îñîáîé îêðóæíîñòè.

Ïî óñëîâèþ, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïðÿìûìè, ïåðåñåêàþùèìè ïàðó êðóãîâ, óãîë ìåíüøå 60
ãðàäóñîâ. Òîãäà öåíòðàëüíûé óãîë êàæäîé òàêîé îñîáîé äóãè ìåíüøå 120 ãðàäóñîâ (÷òîáû

ýòî çàìåòèòü, äîñòàòî÷íî âçÿòü â êà÷åñòâå ïðÿìûõ êàñàòåëüíûå, ïðîâåñòè áèññåêòðèñó îá-

ðàçîâàííîãî èìè óãëà è ïîñ÷èòàòü óãëû â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñ êàòåòàìè: îòðåçîê

îäíîé êàñàòåëüíîé è ðàäèóñ, îïóùåííûé íà íåå â êà÷åñòâå ïåðïåíäèêóëÿðà).

�àññìîòðèì ëþáûå äâå îñîáûå äóãè. Îíè îáðàçîâàíû äâóìÿ ïàðàìè êðóãîâ, çíà÷èò, ïî

óñëîâèþ, åñòü ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âñå ýòè ÷åòûðå êðóãà. Òîãäà òî÷êà, îñîáàÿ äëÿ

ýòîé ïðÿìîé, ñîäåðæèòñÿ è â òîé, è â äðóãîé îñîáîé äóãå. Èòàê, ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ïàðà

òàêèõ îñîáûõ äóã èìååò îáùóþ òî÷êó. Ïîñêîëüêó âñå îíè ñ öåíòðàëüíûì óãëîì ìåíüøå 120

ãðàäóñîâ, òî ïî âòîðîìó ïóíêòó âñå òàêèå äóãè èìåþò îáùóþ òî÷êó (íàçîâåì å¼ Q). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû êðóãîâ åñòü ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ ïî îáùåé òî÷êå ñ êàæäûì

èç ýòèõ äâóõ êðóãîâ. Áîëåå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ îñîáîé òî÷êè Q íàéäåòñÿ òàêàÿ ïðÿìàÿ,

ïàðàëëåëüíàÿ PQ (èëè ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé ê P ïðè P = Q).
Ïðîâåäåì îñè òàê, ÷òîáû îñüþ OX ñòàëà ïðÿìàÿ PQ (èëè êàñàòåëüíàÿ ê P ïðè P = Q).

Òîãäà íàìè ïîêàçàíî, ÷òî ÷åðåç ëþáóþ ïàðó êðóãîâ ïðîõîäèò èìåþùàÿ ïî îáùåé òî÷êå

ñ êàæäûì èç ýòèõ äâóõ êðóãîâ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè OX . Ïî òðåòüåìó ïóíêòó ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ ïî îáùåé òî÷êå ñ êàæäûì èç 2025 êðóãîâ, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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